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Índice

1. Microquásares 9

1.1. Historia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Introducción

En el año 2007 se publicaron los resultados de la observación a muy altas enerǵıas (ma-

yores a 100 GeV) del sistema binario de rayos X Cygnus X-1. Las mismas fueron realizadas

con el telescopio Cherenkov atmosférico MAGIC (Albert et al., 2007). No se detectó emisión

persistente, pero śı se registró un destello o flare, que también fue observado por los satélites de

rayos X INTEGRAL, Swift/BAT y RXTE/ASM. La detección en el rango de enerǵıas de Tera

electron-Volt (TeV) constituye la primera evidencia de emisión gamma de muy altas enerǵıas

producida en el entorno de un agujero negro de masa estelar en nuestra Galaxia. A su vez, es

la confirmación de la producción de rayos gamma de tales enerǵıas en un sistema binario con

acreción; en otras binarias de rayos γ la acreción no es un escenario totalmente aceptado.

Un hecho inesperado es que el exceso de emisión en el rango de enerǵıas de TeVs se de-

tectó cuando la fase orbital del sistema tomaba un valor de 0,91, siendo 1 el momento en el cual

el objeto compacto se encuentra por detrás de la estrella compañera respecto de la ĺınea de la

visual (conjunción superior). En esa configuración se espera que la emisión γ sea fuertemente

atenuada por la absorción que ofrece el intenso campo radiativo de la estrella.

Aún sin una explicación detallada para el origen de este flare, se debe considerar que la

emisión tiene que ser producida en una región alejada del objeto compacto, tal que los efectos

de absorción no supriman la emisión. Esto plantea el problema teórico de determinar en que

sitio del sistema binario pudieron producirse los rayos γ. El objetivo de este trabajo consiste en

determinar dónde podŕıa localizarse la ventana transparente a los rayos γ que permite que esta

emisión alcance al observador.
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La reciente detección de emisión de altas enerǵıas por primera vez en un objeto de este tipo

es muy relevante. Se trata de un sistema extensamente estudiado 1, y plantea desaf́ıos teóricos

que hacen de especial importancia su estudio. Uno de ellos es determinar dónde y cómo operan

los mecanismos de la emisión de altas enerǵıas en esta clase de objetos. Parece factible que la

emisión se haya originado lejos del objeto compacto (por el momento orbital en que se produjo

la detección). El primer paso para evaluar esta hipótesis es determinar dónde estaŕıa situada la

región emisora en función de la absorción que se produce en el sistema.

La absorción variable puede proveer diagnósticos útiles para la determinación de la locali-

zación y naturaleza de la emisión γ. En tal sentido, en el presente trabajo se complementará el

estudio de la opacidad con una discusión sobre la energética involucrada en el evento.

1Cygnus X-1 es el principal candidato a agujero negro estelar en la galaxia y una posible rélica de un antiguo

colapsar (Mirabel et al., 2003)



Caṕıtulo 1

Microquásares

1.1. Historia

La primera evidencia de un jet en astrof́ısica se remonta a 1918, y se debe al descubrimiento

hecho por Curtis del jet óptico emanando del núcleo de la galaxia eĺıptica M87 en el cúmulo de

Virgo (Curtis, 1918). Entendemos por jet al material colimado de plasma ionizado y part́ıculas

relativistas que esta siendo eyectado con un ángulo de apertura menor o igual a 15 grados (Bridle

& Perley, 1984). Sólo muy recientemente se descubrió que los jets también podŕıan producirse

a escalas menores en sistemas binarios estelares. La detección hecha por Margon et al. (1979)

de grandes y periódicos corrimientos Doppler en las ĺıneas ópticas de SS433 (sistema binario

eclipsante de la constelación del Águila) resultaron en la propuesta de un modelo cinemático

(Fabian & Rees, 1979; Milgrom, 1979) que consist́ıa de dos jets de materia colimada precesante

con una velocidad de ∼ 0,26c. Observaciones en radio mostraron la presencia de jets salientes,

confirmando completamente el modelo cinemático. (Spencer, 1979; Gilmore & Seaquist, 1980;

Gilmore et al., 1981).

Desde el descubrimiento de Scorpius X-1 (binaria de rayos X localizada en la constelación

de Escorpio) en radio (Ables, 1969), se sabe que algunas binarias de rayos X son fuertes fuentes

variables de emisión no térmica. Se sospechaba de la eyección de nubes emisoras de radiación

sincrotrón por ese entonces, pero la verdadera confirmación de los jets en radio recién llegó con

la observación de SS433.

9
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En los últimos años se ha descubierto que eyecciones colimadas pueden producirse en muchos

entornos estelares cuando un disco de acreción esta presente. Se sabe que jets emanan de obje-

tos tan diversos como estrellas muy jóvenes, núcleos de nebulosas planetarias, y enanas blancas

acretantes que aparecen como fuentes de rayos X muy suaves (supersoft). Estos tipos de jet

estelar tienen velocidades no relativistas y su emisión asociada es dominantemente térmica. En

todos los tipos de fuentes de jets se cree que un disco de acreción esta presente.

Jets con velocidades que pueden ser consideradas relativistas v ≥ 0,1c, son observados en

binarias de rayos X que contienen un objeto compacto: una estrella de neutrones o un agujero

negro.

1.2. ¿Qué es un microquásar?

Observaciones en los dos extremos del espectro electromagnético, en el dominio de los rayos

X duros por un lado (Sunayaev et al., 1991; Paul et al., 1991), y en el dominio de las ondas de

radio por el otro, revelaron la existencia de nuevas fuentes estelares de jets relativistas conocidas

como microquasares (Mirabel et al., 1992; Mirabel & Rodŕıguez, 1998; Mirabel & Rodŕıguez,

1999). Éstos son objetos compactos de masa estelar en nuestra galaxia que presentan, a escala

reducida, muchos de los fenómenos vistos en quásares.

Parece extraño que los jets relativistas se hayan descubierto antes en los núcleos de galaxias

y quásares distantes, y que durante más de una década SS433 haya sido el único objeto conocido

de su clase en nuestra galaxia (Margon, 1984). La razón es que los discos en el entorno de aguje-

ros negros supermasivos emiten fuertemente en el óptico y en el ultra violeta. De hecho, cuanto

más masivo sea el agujero negro, mas fŕıo es el disco de acreción que lo rodea. Mientras los

discos de acreción en AGNs (núcleos galácticos activos) emiten fuertemente en el óptico y en el

ultravioleta con ĺıneas anchas de emisión distintivas, los agujeros negros y estrellas de neutrones

binarios usualmente son identificados por primera vez mediante su emisión en rayos X. Entre

estas fuentes en SS433 inusualmente se dan sus ĺıneas ópticas anchas de emisión y su brillo en

el visible. Hubo que esperar entonces que la astronomı́a de rayos X se desarrolle para poder

descubrir nuevas fuentes estelares de jets relativistas.
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Los microquásares combinan dos aspectos relevantes de la astrof́ısica relativista: agujeros

negros acretantes (de origen estelar) identificados por la producción de rayos X duros de los

discos de acreción que los rodean, y jets de part́ıculas relativistas que son observados a través

de su emisión sincrotrón.

Los microquásares son entonces sistemas binarios formados por una estrella y un objeto com-

pacto (agujero negro o estrella de neutrones). Si la estrella es de la secuencia principal de baja

masa, estamos ante un microquásar de baja masa; si la estrella, en cambio, es de tipo temprano

de gran masa, estamos ante un microquásar de gran masa.

Figura 1.1: Similitudes, a diferentes escalas, entre un quásar y un microquásar (Mirabel &

Rodŕıguez 1998)
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1.2.1. Distribución espacial

Actualmente cerca de 250 binarias de rayos X se conocen en nuestra galaxia, posiblemente

representando una población subyacente de más de 1000 objetos. La Figura 1.2 presenta la dis-

tribución espacial de binarias de rayos X conocidas. Estas se pueden separar en dos poblaciones:

las binarias de rayos X de baja masa que se cree son más viejas y están concentradas cerca del

bulbo de la galaxia, y las binarias de rayos X más jóvenes, concentradas en los brazos espirales.

Figura 1.2: Distribución de las binarias de rayos X en nuestra galaxia (Grimm et al.,2002)

Basados en la definición de microquásar, cerca del 15 % de las binarias de rayos X de nues-

tra galaxia definitivamente caen en esta clase. La Figura 1.3 presenta la distribución espacial

de microquásares en nuestra galaxia. Actualmente se conocen cerca de 16 microquásares. Sin

embargo, se cree que la producción de jets es común en el 70 % de las binarias de rayos X

(Fender & Maccarone, 2004). En este caso es apropiado considerar a los microquásares como un

fenómeno asociado con las binarias de rayos X, antes que considerarlos como una subclase de

objetos inusuales.
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Figura 1.3: Distribución de microquásares en nuestra galaxia (Ribó, 2002)

1.2.2. Caracteŕısticas generales

Los ingredientes básicos de un microquásar son: el objeto compacto, la estrella donante, el

disco de acreción, los jets que usualmente son relativistas o medianamente relativistas y una

región de plasma caliente llamada corona que rodea al objeto compacto.

Si la estrella compañera es de tipo espectral temprano (tipo O, B y WR, a veces supergigan-

tes), estrella caliente, la acreción procede mediante la captura del material proveniente de los

fuertes vientos estelares. En general las binarias de baja masa, y algunos otros sistemas cerca-

nos, transfieren masa a sus compañeros mediante el derrame de material a través del lóbulo de

Rouche que desborda.

1.2.3. Estados espectrales

Los microquásares presentan distintos estados espectrales en rayos X. Los dos estados básicos

son: el estado high/soft y el estado low/hard.

El estado high/soft esta dominado térmicamente. La distribución espectral de enerǵıa tiene



14 CAPÍTULO 1. MICROQUÁSARES

Figura 1.4: Componentes f́ısicas de un microquásar y sus rangos caracteŕısticos de emisión (Fen-

der & Maccarone, 2004)

un pico a enerǵıas del orden de 1 keV. En este estado, además se observa una contribución débil

en forma de ley de potencia con un espectro muy blando (pendiente pronunciada), es decir que si

nph ∝ E−Γ , entonces Γ >2. Esta componente se cree originada en la corona. En este estado no

se observan jets y la emisión en rayos X esta dominado por el disco de acreción que se extiende

hasta la última órbita estable.

El estado low/hard está dominado por la emisión no térmica . Este estado está caracterizado

por una distribución espectral de enerǵıas en la cual la componente térmica está disminuida y

corrida hacia enerǵıas más bajas. Hay ahora una fuerte contribución en forma de ley de potencia

con un espectro mucho más duro, es decir Γ < 1.6 que llega a enerǵıas del orden de los 150

keV. Esta emisión es usualmente interpretada como la comptonización de rayos X blandos en

la corona (Ichimaru, 1977), aunque se ha sugerido que pueden producirse en el jet a través de

interacciones externas Compton inverso (Georganopoulos et al., 2002) o a través del mecanismo

sincrotrón (Markoff et al. 2001, 2003).

En el estado low/hard se observa un jet que emite radiación sincrotrón hasta bajas frecuen-
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cias de radio. El papel de la corona es ahora más importante y el disco de acreción en esta

configuración parece estar truncado a cierta distancia del objeto compacto.

Los microquásares permanecen la mayor parte del tiempo en el estado low/hard. El cambio

al estado high/soft suele ser rápido y va acompañado de la eyección de componentes o plasmones

relativistas.

Estrellas de neutrones binarias presentan un comportamiento similar, también con eyeccio-

nes relativistas, pero con luminosidades en radio más bajas.

Algunos microquásares parecen eludir tales estados espectrales y presentan jets persistentes

en radio y bajas luminosidades en rayos X todo el tiempo. Los jets son cortos y de potencia

moderada. En estos casos se sospecha que el objeto compacto del sistema es una estrella de

neutrones (e.g. Sco X-1, Cin X-1).

1.3. Jets

El mecanismo de formación de los jets no está claramente establecido. Es muy probable que

los campos magnéticos asociados al disco de acreción jueguen un papel importante en el lanza-

miento y colimación del plasma relativista. El fluido puede comenzar como un plasma térmico

que se mueve a velocidades relativistas macroscópicas. Las ondas de choque generadas por coli-

ciones supersónicas de plasma pueden transformar la enerǵıa cinética macroscópica en enerǵıa

de las part́ıculas, que al tornarse relativistas se enfŕıan por radiación sincrotrón e interacción

Compton inverso.

Los jets parecen estar autoabsorbidos debido a que su espectro en radio suele ser chato o

invertido: con un ı́ndice espectral α ≥0 donde la relación entre densidad de flujo y frecuencia

está dada por Sν ∝ να.
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1.3.1. El material del jet

El material del cual está conformado el jet de los microquásares es una de las cuestiones

abiertas más importantes que concierne a éstos objetos.

Se sabe a ciencia cierta que están presentes en el jet leptones relativistas con distribuciones

tipo ley de potencia, ya que se los puede detectar a través de su emisión sincrotrón en radio.

El jet puede estar conformado de pares electrón-positrón o puede ser un plasma relativista de

protones y electrones. Otra posibilidad es un plasma constitúıdo por un fluido fŕıo de electrones

y protones, donde las part́ıculas tengan una distribución térmica, más un contenido relativista,

acelerado localmente por shocks (Bosch-Ramon, Romero & Paredes, 2006). En este tipo de jets

el grueso del momento es llevado por el plasma fŕıo, que adicionalmente confina a la componente

relativista.

Las perturbaciones observadas en el medio interestelar en el entorno de algunos microquása-

res sugieren la presencia de bariones en los jets (e.g. Gallo et al., 2005). Como parece haber

una clara correlación entre la acreción y la eyección de materia en los microquásares, es natural

suponer que el contenido de los jets no difiere en su naturaleza del contenido de la materia acre-

tada. Estas consideraciones hacen muy probable la presencia de protones relativistas en los jets,

de modo que sus rastros radiativos no pueden ser ignorados en un análisis serio de los procesos

de emisión en estas fuentes. Ĺıneas ópticas, en infrarojo (IR) y rayos X en el sistema SS433 han

permitido inferir la presencia de iones en su jet (Margon, 1984).

1.3.2. Interacciones en el jet

Cuando el jet relativista pasa a través del medio que rodea a una estrella caliente, los fo-

tones ultravioletas dominantes interactúan con las part́ıculas relativistas del fluido produciendo

emisión de alta enerǵıa. La interacción del viento estelar con el jet forma una capa ĺımite donde

es probable la formación de shocks, aunque se espera un cierto grado de mezcla de los fluidos.

Las interacciones del jet con los fotones de la estrella pueden separarse en dos grupos según sean

de naturaleza leptónica o hadrónica, ambos tipos de reacciones ocurrirán pero uno dominará la

emisión de alta enerǵıa sobre el otro, dependiendo de las condiciones espećıficas.
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Interacciones leptónicas: Los fotones de baja enerǵıa sufrirán dispersión Compton inverso

con los electrones y positrones presentes en el jet ganando enerǵıa. Los fotones de baja

enerǵıa tienen un origen diverso: fotones ultravioletas provenientes de la estrella, fotones

X del disco de acreción y de la corona de plasma caliente que rodea al objeto compacto, o

fotones no térmicos producidos en el mismo jet mediante el mecanismo sincrotrón. En la

Figura 1.5 se ven los campos externos de fotones a los que está expuesto el jet. Efectos de

opacidad sobre la propagación de rayos γ debido a la presencia de los campos de fotonces

locales pueden resultar en la generación de cascadas Compton Inverso (Bednarek, 1997;

Orellana et al. 2007). Los leptones relativistas pueden interactuar con protones fŕıos y

núcleos del viento estelar, produciendo emisión de alta enerǵıa a través de radiación de

frenado (Bremsstrahlung) relativista.

Interacciones hadrónicas: La reacción principal que sufrirá un protón en un microquásar

de gran masa es la colisión inelástica con otro protón (pp), los canales de la interacción

son: pp→ p+p+ξ0π0 y pp→ p+p+ξ±(π+ +π−) con ξ la multiplicidad de los piones. Los

piones neutros decaen en rayos γ a través de π0 → γ+γ, mientras que los piones cargados

producen neutrinos, electrones y positrones: π± → µ±νµνµ → e±νeνe. El espectro en rayos

γ sigue a la distribución del espectro de la población de los protones relativistas.

Existe evidencia de que el viento estelar no es siempre homogéneo y tiene estructura, por

ejemplo en forma de grumos (clumps), un hecho que daŕıa lugar a emisión γ variable en

escalas de tiempo cortas (Romero et al., 2007; Owocki et al, 2009). Si se detectara esta

variabilidad podŕıa usarse para inferir la estructura del viento. El jet actuaŕıa como una

especie de farol que ilumina el viento en rayos γ hacia el observador.

Los jets pueden propagarse a través del medio interestelar produciendo regiones de emi-

sión internas al frenarse, similares a los observados en fuentes extragalácticas. Las part́ıculas

re-aceleradas en la terminación del jet pueden difundirse en el medio interestelar, interactuando

con material difuso, produciendo fuentes extendidas de alta enerǵıa (Bosch-Ramon et al., 2005).
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Figura 1.5: Potencia t́ıpica de los campos de fotones externos a los que esta expuesto el jet para

el caso de Cygnus X-1 (Romero et al., 2002)

1.4. Emisión

La estrella donante puede producir radiación desde el infrarrojo al ultravioleta. El disco de

acreción produce rayos X blandos (∼ keV), mientras que la corona es responsable de los rayos X

duros (∼ 100 keV) que muy probablemente sean el producto de la comptonización de los fotones

del disco (e.g. Poutanen, 1998; McClintock & Remillard, 2004). La emisión del jet va desde la

longitud de onda de radio a los rayos γ en algunos casos. Aśı, los microquásares pueden emitir a

lo largo de todo el espectro electromagnético. Su distribución espectral es compleja ya que es el

resultado de la suma de diferentes procesos radiativos que ocurren a diferentes escalas espaciales.

Estos sistemas emiten en rayos X como resultado de procesos de acreción de la materia de

la estrella compañera. Muchos escenarios se han propuesto para explicar esta emisión en rayos

X, dependiendo de la naturaleza del objeto compacto, su campo magnético, en el caso de una

estrella de neutrones, y la geometŕıa del flujo acretante. La materia acretada es acelerada a

velocidades relativistas, transformando enerǵıa potencial provista por el intenso campo gravi-

tatorio del objeto compacto en enerǵıa cinética (ver por ejemplo Frank, King & Raine, 2002).

Suponiendo que esta enerǵıa cinética es radiada finalmente, la luminosidad de acreción puede

calcularse. Se encuentra que este mecanismo provee una fuente muy eficiente de enerǵıa, más

eficiente que la correspondiente a reacciones nucleares.
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En estos sistemas hay una correlación universal entre las luminosidades en radio y en rayos

X de la forma: Lradio ∝ LbX con b ∼ 0.7.

El mecanismo más eficiente conocido para la producción de emisión intensa en radio en fuen-

tes astronómicas es el mecanismo sincrotrón, en el cual la interacción de electrones relativistas

con campos magnéticos da lugar a emisión linealmente polarizada. La emisión en radio observada

puede explicarse asumiendo una población no-térmica de electrones relativistas, usualmente con

una distribución de enerǵıa tipo ley de potencia, interactuando con campos electromagnéticos.

Los microquásares tienen todos los elementos para producir rayos γ: chorros salientes de

part́ıculas relativistas, campos fuertes de fotones que pueden actuar como blanco para electro-

nes y positrones energéticos, y también densos campos de materia en forma de vientos estelares

que puede interactuar con hadrones relativistas para producir piones neutros, rayos γ, y neu-

trinos mediante el decaimiento de piones cargados (ver Romero 2005, y 2008 para revisiones

recientes).

Hasta el momento sólo hay cuatro binarias de rayos X detectadas en enerǵıas del orden

del TeV. Tres de ellas, PSR B1259-63, LS I +61 303 y LS 5039, han sido detectadas en va-

rios puntos de sus órbitas y muestran una emisión variable. En PSR B1259-63 se cree que la

emisión de altas enerǵıas se produce por la interacción del viento relativista proveniente de un

pulsar jóven no acretante con el viento de la estrella compañera. Este escenario se vé confirmado

por la detección de las pulsaciones en radio. En los casos de LS 5039 y LS I +61 303 la situa-

ción no esta muy clara aún (para discusiones al respecto ver Romero et al., 2007; Romero, 2008).

La otra fuente, Cygnus X-1, se ha detectado sólo una vez durante un flare y el exceso de

emisión se detectó cuando la fase orbital del sistema tomaba un valor de 0,91. Este último sis-

tema, que ha sido el caso de estudio de esta tesis, será descripto en el próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

Cygnus X-1

2.1. Caracteŕısticas

Cygnus X-1 es una de las fuentes de rayos X más estudiadas desde su descubrimiento por

Bowyer et al. (1965). Es el candidato mejor establecido para contener un agujero negro estelar

en la Galaxia y es una de las fuentes de rayos X más luminosas del cielo, radiando un máximo

de luminosidad en X de 1037erg s−1. Cygnus X-1 es un microquásar de gran masa, formado por

una estrella supergigante y un agujero negro.

El sistema binario se encuentra a un distancia de 2.2±0.2 kpc. El agujero negro de 21±8 M⊙

orbita en torno a una estrella de tipo espectral O9.7 Iab de 40±10 M⊙ (Ziólkowski, 2005). La

órbita es circular con un peŕıodo de 5.6 d́ıas. Lamentablemente la inclinación está acotada en el

amplio rango entre 25 y 65 grados (Gies & Bolton, 1986).

La fuente de rayos X es mayormente potenciada por la acreción del fuerte viento estelar de

la estrella supergigante. De hecho, Cygnus X-1 probablemente represente un estado intermedio

entre acreción pura del viento esféricamente simétrico, y acreción a través del lóbulo de Roche.

Observaciones en el óptico indican que el viento parte de una geometŕıa esférica y que existe

un viento “focalizado” en la dirección del objeto compacto. La intensa emisión en rayos X se

cree producida por el disco de acreción y la corona.
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La fuente presenta los t́ıpicos estados espectrales en rayos X, low/hard y high/soft de acuerdo

a la tasa de acreción de masa de (Esin et al., 1998). Cygnus X-1 pasa la mayor parte del tiempo

en el estado hard. Este último está caracterizado por un espectro tipo ley de potencia con ı́ndice

espectral Γ ∼ 1.6 (e.g. Gierliński et al., 2001) con un cutoff exponencial, más una componente

tipo cuerpo negro (Poutanen et al., 1997).

Durante el estado high/soft domina la componente tipo cuerpo negro y tiene un ı́ndice es-

pectral Γ ∼ 2.8 (Frontera et al., 2001). El disco se acerca al agujero negro y entonces la mayoŕıa

de la enerǵıa disipada ocurre a través de sus regiones internas. Debido a que Cygnus X-1 pasa

sólo una pequeña fracción de tiempo en el estado soft, este estado esta relativamente menos

estudiado en comparación con el estado hard.

Como se ha mencionado antes, la componente tipo cuerpo negro se cree proveniente de

un disco de acreción ópticamente grueso, mientras que la componente tipo ley de potencias es

producida por la comptonización de fotones del disco en una corona caliente (T ∼ 109 K )

ópticamente delgada (Poutanen et al., 1997; Dove et al., 1997). La corona caliente llenará los

radios gravitacionales más internos en torno al agujero negro. El disco de acreción penetra sólo

marginalmente en esta región coronal.

Durante el estado low/hard se coliman jets compactos y aproximadamente estacionarios

cuando el radio más interno del disco se cree truncado. Los jets en radio fueron descubiertos en

Cygnus X-1 por Stirling et al. (2001) (ver también Fender, 2001). La imagen obtenida fue la pri-

mer imagen directa de un jet estacionario en radio de una fuente en el estado low/hard. Durante

el estado high/soft el jet no esta presente. Cygnus X-1 manifiesta un jet compacto relativista,

de espectro chato y flujo Sν ∼ 15 mJy1 (un solo jet) con v > 0,6c. Romero et al. (2002) han

sugerido que Cygnus X-1 es un microblazar, donde el eje del jet esta ligeramente alineado con

la visual. Se volverá a esto más adelante.

Cada algunos años Cygnus X-1 hace una transición del estado low/hard al estado high/soft,

y permanece en este estado durante semanas a meses antes de regresar al estado low/hard. Hay

muchas teoŕıas acerca de las causas de las transiciones (Chakrabarti & Titarchuk, 1995; Pouta-

nen et al., 1997; Meyer et al., 2000; Wen et al., 2001; Young et al., 2001; Robertson & Leiter,

1mJy=10−9erg cm−2Hz−1s−1
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Figura 2.1: Estados espectrales de Cygnus X-1 (Zdziarski et al., 2002)

2002) que generalmente son atribuidas a las condiciones f́ısicas del gas que envuelve al aguje-

ro negro. Por ejemplo, Esin et al. (1998) describen las transiciones en términos de un modelo

de flujo de acreción dominado por la advección (ADAF) en el cual las transiciones son debidas

a cambios en el radio interno del disco kepleriano geométricamente delgado y ópticamente grueso.

Las transiciones al estado high/soft se creen debidas al resultado de un moderado incremento

en la tasa de acreción. Sin embargo, no hay evidencia observacional clara disponible para res-

paldar la demanda de un aumento en la transferencia de masa durante el estado high/soft.

Se ha observado un jet transitorio extendido (70 mas) en radio frecuencias (Fender et al.,

2006). El jet fue observado mientras el sistema sufŕıa frecuentes cambios de estado en rayos X.

El espectro se encontraba en su estado más blando 1.5-12 keV. Se infiere una velocidad v ≥ 0,3c

para el jet.

Un anillo de emisión en radio, de ∼ 1 millón de UA de diámetro, se observa en las inme-

diaciones de Cygnus X-1 (Mart́ı et al., 1996). Esta estructura parece marcar el ĺımite con la

nebulosa cercana Sh2-101 (Sharpless, 1959). Gallo et al. (2005) interpretaron que en analoǵıa

con fuentes de jet extragalácticas, el anillo de Cygnus X-1 puede ser el resultado de un fuerte

choque que se desarrolla en el lugar donde el jet colimado impacta con el medio interestelar

(ISM). Las part́ıculas del jet alimentan un lóbulo en radio (radio lobe) que esta siendo sobre pre-

sionado respecto a sus alrededores, por tanto el lóbulo se expande hacia los costados formando
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una burbuja esférica de ISM comprimido por el choque, que se observa como un anillo debido a

su naturaleza ópticamente delgada.

Figura 2.2: Imagen en 1.4 GHz de Gallo et al. (2005). El recuadro muestra una ampliación del

jet de Cygnus X-1

Actuando como un caloŕımetro, el ISM permite una estimación del producto potencia×edad
del jet que es, en principio, independiente de las incertidumbres asociadas al espectro del jet y su

eficiencia radiativa (Burbidge, 1959). Teniendo en cuenta esto se calcula que la potencia cinética

total del jet de Cygnus X-1 es ∼ 9×1035<Pjet<1037 ergs−1 (Gallo et al., 2005). La potencia total

llevada por el jet es una fracción significativa f ≃ 0.03-0.5 de la luminosidad integrada en rayos X.

La falta de una contraparte para el anillo puede explicarse en términos de una densidad de

part́ıculas mucho más baja en la dirección opuesta a Cygnus X-1. Tales inhomogeneidades no

son inusuales en regiones densas de formación estelar como la asociación Cygnus, respaldando la

hipótesis de que el anillo es el resultado de la interacción entre el lóbulo de radio y la cola de la

nebulosa HII. Si aśı fuese, la contraparte del jet estaŕıa viajando sin ser perturbado a mayores

distancias, gradualmente expandiéndose y liberando enormes cantidades de enerǵıa cinética. La
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detección del anillo de Cygnus X-1 parece ser excepcional, hecha posible por su proximidad a la

nebulosa HII.

Cygnus X-1 es un objeto en permanente estudio, y la comprensión de los fenómenos f́ısicos

que tienen lugar en el sistema se encuentran en constante evolución. Aún cuando se trata de un

sistema extensamente estudiado, existe una variedad de fenómenos por descubrir y por explicar

de esta fuente que no deja de sorprender con cada nueva observación. Ejemplo de esto es su

reciente detección en muy altas enerǵıas.

2.2. Detección en muy alta enerǵıa

Albert et al. (2007) reportaron observaciones de Cygnus X-1 en muy alta enerǵıa Eγ >100

GeV utilizando el telescopio Cherenkov MAGIC, Major Atmospheric Gamma Imaging Cheren-

kov telescope, entre junio y noviembre de 2006 2. No se detectó emisión persistente, sino un flare

de escala temporal menor a un d́ıa. Esta es la primer evidencia experimental de emisión en muy

altas enerǵıas de un agujero negro de masa estelar, y además de una binaria de rayos X acretante.

El flare ocurrió simultáneamente a otro en rayos X duros detectado por los satélites INTE-

GRAL, Swift/BAT y RXTE/ASM. La Figura 2.3 muestra la correlación entre las curvas de luz de

MAGIC, Swift/BAT (de http : //swift.gsfc.nana.gov/docs/swift/results/transients/) y

RXTE/ASM (de http : //heasarc.gsfc.nasa.gov/xteweather). De esta figura puede interpre-

tarse que rayos X duros y blandos se producen en diferentes regiones durante la observación.

Más aún, rayos X duros y rayos γ de muy alta enerǵıa pudieron haberse producido en regiones

ligadas al jet, es decir los rayos X en la base del jet, y los rayos γ en una región de interacción

entre el jet y el viento estelar. Estos procesos tienen diferentes escalas de temporales, producien-

do un corrimiento en el tiempo entre los máximos en X y en rayos γ. El exceso de emisión en

TeV ocurrió cuando la fase tomaba un valor de 0,91, siendo 1 el momento en el cual el objeto

compacto se encuentra por detrás de la estrella respecto al observador.

2El arreglo MAGIC esta ubicado en La Palma, Islas Canarias
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Figura 2.3: Flujos medidos de Cygnus X-1 en función del tiempo. Los paneles izquierdos muestran

todo el tiempo utilizado por las observaciones de MAGIC. Las ĺıneas punteadas verticales azules

delimitan la región ampliada en los paneles a la derecha. Las ĺıneas punteadas horizontales rojas

marcan el tiempo de la señal de MAGIC (Albert et al., 2007)
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Figura 2.4: Espectro de enerǵıa de Cygnus X-1. También se muestra el espectro de la nebulosa

del Cangrejo y el mejor ajuste de los datos por una ley de potencia (Albert et al., 2007)

En la Figura 2.4 se observa el espectro de enerǵıa que ha sido ajustado por una ley de

potencia sin indicios de cutoff

dN

(dAdtdE)
= (2,3 ± 0,6) × 10−12(

E

1TeV
)−3,2±0,6cm−2s−1TeV−1. (2.1)

La ubicación del exceso en rayos γ permite descartar que la emisión se produzca en el choque

con el ISM pero carece de resolución suficiente como para discriminar una región del tamaño del

sistema binario o menos. En modelos para la emisión “estacionaria” de microquásares de gran

masa lo normal es que la producción de fotones TeV se concentre cerca del objeto compacto, en

la base de los jets (e.g. Romero & Vila, 2008).
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Figura 2.5: Mapa de la región de Cygnus X-1 durante el máximo del destello en rayos γ (Albert

et al., 2007).



Caṕıtulo 3

Aniquilación γ-γ

3.1. Introducción

Los rayos γ creados en una fuente astrof́ısica pueden ser absorbidos de diversas maneras. Los

principales mecanismos de absorción son la creación de pares en el campo Coulombiano de un

núcleo, y la creación de pares por aniquilación de fotones. A bajas enerǵıas, la radiación γ es

absorbida mediante el efecto Compton y a enerǵıas muy altas en presencia de campos magnéti-

cos intensos los fotones también pueden ser absorbidos mediante la creación de pares.

Si la intensidad inicial en rayos γ que emite la fuente es

I0
γ(Eγ), (3.1)

luego de atravesar una dada distancia, suponiendo que no operan otros procesos que generan

emisión de fotones con enerǵıa Eγ , la intensidad resulta

Iγ(Eγ) = I0
γ(Eγ)e

−τ(Eγ), (3.2)

donde τ es la profundidad óptica (u opacidad o coeficiente de absorción) del medio.

En un microquásar de gran masa el campo de radiación de la estrella provee fotones para la

producción de pares de part́ıculas mediante la aniquilación con los fotones γ. Por tanto, la crea-

ción de pares es naturalmente el mecanismo de absorción más eficaz y dominante en el sistema.

Bajo las condiciones adecuadas los mecanismos de absorción y emisión pueden operar en for-

ma eficiente dando lugar a la producción de cascadas electromagnéticas lo cual puede modificar

29
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considerablemente el espectro original de rayos γ (para un tratamiento detallado ver Orellana,

2007). Electrones con enerǵıas del orden del TeV en el campo radiativo estelar conduciŕıan a

esta situación. Para que las pérdidas energéticas para electrones de enerǵıas del orden del TeV

en el régimen de KN sean dominantes, el campo magnético del sistema debe ser menor a un

valor cŕıtico Bc.

3.2. Aniquilación γ-γ por creación de pares en un campo de

radiación

Considérese la colisión entre un fotón de muy alta enerǵıa (enerǵıa Eγ) y un fotón de enerǵıa

más baja (enerǵıa ǫ):

γ + γ → e+ + e−. (3.3)

Para que la materialización del par sea posible, las enerǵıas deben satisfacer

Eγǫ > 2(mec
2)2 (3.4)

si la colisión es frontal.

La sección eficaz del proceso es

σγγ(Eγ , ǫ) =
πr2e
2

(1 − β2)

[

2β(β2 − 2) + (3 − β4) ln
(1 + β

1 − β

)

]

(3.5)

donde

β =
[

1 − (mec
2)2

Eγǫ

]1/2
. (3.6)

En el Apéndice A se esboza una demostración de esta fórmula.

La Figura 3.1 muestra la sección eficaz γ-γ en función de las enerǵıas Eγ y ǫ. El denso campo

de radiación de la estrella temprana en un sistema binario de rayos X puede absorber la emisión

de alta enerǵıa a través de la producción de pares (Gould & Scheréder, 1967). Para el rango

de temperaturas 20.000-40.000 K la enerǵıa de los fotones blanco t́ıpicos es de unos pocos eV

que se encuentra en el rango de enerǵıa para la producción de pares con rayos γ de enerǵıas del

orden del TeV. El máximo de la sección eficaz ocurre cerca de dicha enerǵıa.
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Figura 3.1: Sección eficaz γ-γ en función de la enerǵıa de los fotones involucrados. Con E1 y E2

siendo Eγ y ǫ respectivamente.

La opacidad γγ, al ser en rigor una integral de trayectoria, depende fuertemente de la geo-

metŕıa. Depende entonces del camino que recorren los rayos γ en la ĺınea de la visual a través

del campo de radiación.

3.3. Absorción γ-γ en un microquásar de gran masa

La absorción de un rayo γ de enerǵıa Eγ por un fotón de la estrella de enerǵıa ǫ ocurre sobre

un mı́nimo de enerǵıa dado por

Eγǫ >
2(mec

2)2

(1 − eγe⋆)
, (3.7)

donde eγ es un vector unitario en la dirección de propagación del rayo γ; e⋆ es el vector unitario

en la dirección de propagación del fotón estelar.

La opacidad depende del espectro de los fotones blanco y la dependencia angular tiene un

efecto significativo. Por tanto, rayos γ propagándose en dirección paralela a los fotones blanco

no son absorbidos y la enerǵıa umbral se hace infinita. El decaimiento en la densidad del campo

de radiación cuando se integra sobre el camino del fotón también reduce la opacidad total. A lo

largo de este camino, el campo de radiación es fuertemente anisotrópico.

La opacidad diferencial vista por un rayo γ localizado en la posición P y viajando en la
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dirección eγ debida a fotones de enerǵıa ǫ emitidos en S en la dirección e⋆ es (ver Figura 3.2):

dτγγ = (1 − eγe⋆)nǫσγγdǫdΩdl, (3.8)

donde dΩ es el ángulo sólido de la superficie que emite los fotones, nǫ es la densidad espećıfica

de radiación en cm−3erg−1sr−1. La sección eficaz γγ depende sólo de s, definida como (Gould

& Schéder, 1967):

s =
Eγǫ

2m2
ec

4
(1 − eγe⋆), (3.9)

y los fotones interactúan sólo si s > 1 . La variable s puede reescribirse como s=ǫ/ǫmin definiendo

ǫmin =
2(mec

2)2

(1 − eγe⋆)Eγ
. (3.10)

La estrella masiva domina por completo la distribución espectral del campo radiativo a bajas

enerǵıas, de modo que cualquier otra fuente de radiación para producción de pares con rayos γ

es despreciada. La estrella tiene un radio R⋆ y se asume que tiene una densidad de radiación de

cuerpo negro de temperatura T⋆ dada por

nǫ =
2ǫ2

h3c3
1

(exp(ǫ/kT⋆) − 1)
ph cm−3erg−1sr−1. (3.11)

Para saber si cascadas electromagnéticas eficientes pueden ocurrir en el sistema es necesario

estimar el campo magnético en las inmediaciones del emisor de la radiación γ, es decir el campo

magnético estelar. Los campos magnéticos medidos en estrellas masivas arrojan valores mayores

a Bc. Además, aún en los casos más extremos, puede considerarse que B > Bc (Bosch-Ramon

et al., 2008). Por este motivo, al menos como primera aproximación, no se tiene en cuenta el

efecto de las cascadas electromagnéticas en un microquásar de gran masa.

Siguiendo el tratamiento dado por Dubus (2006) se orienta el sistema de referencia centrado

en la estrella de forma tal que el rayo γ se propague en el plano (x, z), su ubicación y dirección

estan dados por ψ y d respectivamente (ver Figura 3.2 ). En función de los ángulos de la figura

(1 − eγe⋆) = 1 + cosψ cos θ + sinψ cosφ sin θ. (3.12)
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Figura 3.2: Geometŕıa para la absorción de un rayo γ en la posición p debido a la creación de

pares con fotones estelares emitidos en S. El rayo γ se emite en I y l es la longitud del camino

que sigue el rayo γ hasta p.

El ángulo sólido del elemento de superficie de la estrella que emite fotones en la dirección e⋆

es

dΩ = sin θdφdθ. (3.13)

La longitud del camino que recorre el rayo γ desde que fue emitido a una distancia d0 a un

ángulo ψ0 (punto I en la figura) esta relacionado con ψ a través de la relación

ψ = tan−1
( d0 sinψ0

d0 cosψ0 − l

)

para l < d0 cosψ0 (3.14)

y será

ψ = π + tan−1
( d0 sinψ0

d0 cosψ0 − l

)

para l > d0 cosψ0. (3.15)

La distancia d se relaciona con l mediante

d2 = d2
0 + l2 − 2d0l cosψ0. (3.16)
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De modo que se tiene explicitamente la dependencia de dτγγ con Eγ , ǫ, θ, ψ, y l. La opacidad

total para la propagación γ hasta un observador lejano resulta de integrar

τγγ =

∫ ∞

0
dl

∫ 1

cmin

d cos θ

∫ 2π

0
dφ

∫ ∞

ǫmin

dτγγ
dǫdΩ

dǫ, (3.17)

donde cmin = (1−R2
⋆/d

2)1/2.

Es conveniente reescribir la integral en la enerǵıa como una integral definida en β = (1 −
1/s)1/2 en el intervalo [0, 1]. De manera similar, la integral en l puede transformarse en una inte-

gral definida en ψ entre [ψ0,π] bajo la condición d0 sinψ0 ≥ R⋆ o el rayo γ choca contra la estrella.

Para cambiar la variable de ǫ a β, donde β = (1 − 1/s)1/2 se necesita

ǫ =
2sm2

ec
4

Eγ(1 − eγe⋆)
. (3.18)

Se escribe

β =
(

1 − 2m2
ec

4

ǫEγ(1 − eγe⋆)

)1/2
, (3.19)

y entonces

dǫ =
4β

(1 − β2)2
m2
ec

4

Eγ(1 − eγe⋆)
dβ, (3.20)

obteniéndose nǫ en función de β:

nβ =
2(2m2

ec
4)2

h3c3E2
γ(1 − eγe⋆)2(1 − β2)2

× (3.21)

1

exp
(

2m2
ec

4

E2
γ(1−eγe⋆)2(1−β2)kT

)

− 1
.

Para cambiar de la variable l a ψ se usa la siguiente relación:

l = d0 cosψ0 −
d0 sinψ0

tan(ψ)
. (3.22)

Entonces se obtiene

dl =
d0 sinψ0

sin2 ψ
dψ. (3.23)
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El ĺımite de integración cmin se escribe

cmin =

√

1 − R⋆
d2

0 + l2 − 2d0l cosψ0
(3.24)

Finalmente la integral queda

τγγ = κ

∫ π

ψ0

1

sin2 ψ
dψ

∫ 1

cmin(ψ,d0,ψ0)
d(cos θ)

∫ 2π

0
dφ

∫ 1

0
nβσγγ

β

1 − β2
dβ, (3.25)

donde

κ =
2d0 sinψ0πr

2
e(2m

2
ec

4)3

h3c3E3
γ

. (3.26)

y τ es determinada por Eγ , d0 y ψ0. En el caso de un microquásar la fuente de rayos γ se ubica

cerca del objeto compacto, las cantidades d0 y ψ0 dependen de los parámetros orbitales.

d0 =
a(1 − e2)

1 + e cos(θ − ω)
(3.27)

donde a es el semieje mayor de la órbita (a = GMP 2
orb/4π

2), e la excentricidad, θ la anomalia

verdadera, y ω el ángulo de pasaje por periastro, esto hace que todo el problema sea dependiente

del tiempo. La fase orbital es φ = (η − e sin η)/2π donde η es la anomalia excéntrica con:

tan
η

2
=

(1 − e

1 + e

)1/2
tan

θ − ω

2
. (3.28)

La fase φ se define de modo tal que el cero corresponde a la conjunción superior. A su vez

φ = (t− t0)/P donde t0 es el momento de la conjunción superior y P el peŕıodo. Luego φ vaŕıa

entre 0 y 1.

El ángulo ψ0 de la emisión al observador (localizado en el infinito) medido desde la estrella,

a cada punto de la órbita es

cosψ0 = sin θ sin i (3.29)

donde i es la inclinación de la órbita. Si la emisión sucede a una altura h por encima del objeto

compacto perpendicular al plano orbital
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d =
√

d2
0 + h2, (3.30)

y el ángulo inicial cambia a ψ1 (ver Figura 3.3 ), definiendo

~d1 = (d0 cosφ, d0 senφ, h). (3.31)

Entonces,

|~d1|2 = d2
0 + h2. (3.32)

Introduciendo los vectores unitarios

ě1 =
−~d1

|~d1|
=

−1
√

d2
0 + h2

(d0 cosφ, d0 senφ, h), (3.33)

ěobs = (− sin i, 0, cos i) (3.34)

se obtiene

cosψ1 = ě1 · ěobs =
1

√

(d2
0 + h2)

(d0 cosφ sin i− h cos i). (3.35)

Esto completa el formalismo necesario para estimar la absorción de rayos γ en un sistema

binario.

Figura 3.3: Ángulos para una altura h por sobre el plano orbital
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El caso de Cygnus X-1

4.1. Parámetros

Para aplicar lo expuesto en el caṕıtulo anterior al sistema Cygnus X-1 se adoptaron los

parámetros enumerados en la siguiente tabla

Parámetro Valor adoptado

Masa de la estrella 30 M⊙

Temperatura efectiva 30400◦ K

Radio estelar 22,11 R⊙

Masa del Agujero Negro 20 M⊙

Semieje mayor 3,4 × 1012 cm

Peŕıodo 5,6 d́ıas

Inclinación 35◦

Excentricidad 0

De acuerdo al tipo espectral de la estrella del sistema, O9.7 Iab, se hace uso de los catálogos

estelares (en este caso se utilizó Martins et al., 2005). El valor de la masa de la estrella está aco-

tado entre los valores 40±10 M⊙ según Ziólkowski (2005); de acuerdo al catálogo estelar a este

tipo de estrellas le corresponde una masa de 27.83 M⊙, se considera entonces un valor de 30

M⊙, consistente con el trabajo y el catálogo. El valor de la temperatura efectiva correspondiente

a este tipo espectral también se adopta, al igual que el valor del radio, del mencionado catálogo.
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38 CAPÍTULO 4. EL CASO DE CYGNUS X-1

La masa para el agujero negro es acotada al rango de 21 ± 8 M⊙, aqúı se adopta 20 M⊙

El valor del peŕıodo de la órbita esta bien establecido, al igual que la naturaleza circular de

la misma. No es el caso de la inclinación, ésta se encuentra entre 25◦ y 65◦, se adopta para la

inclinación un valor intermedio. Más adelante se analiza la variación de los resultados obtenidos

con la modificación de la inclinación.

El semieje mayor de la órbita se calcula de acuerdo a la dinámica clásica: a =
(

GMP 2

4π2

)1/3

con M la masa total del sistema.

Para el cálculo de la integral (3.25) se utilizó el método de aproximación numérico de cua-

dratura gaussiana, detallado en el Apéndice B.

La dependencia orbital en este sistema es más sencilla que para el caso general, ya que se

trata de una órbita circular. La fase será simplemente φ y tomará los valores entre 0 y 1, como

se mencionó en el caṕıtulo anterior.

4.2. Resultados del cálculo de la opacidad

A continuación se presentan los resultados obtenidos en el cálculo del coeficiente de atenua-

ción e−τ . La Figura 4.1 muestra el mapa de absorción para distintas enerǵıas en todo punto

de la órbita del sistema, en función de la posición h del emisor de rayos γ, es decir la altura

perpendicular sobre el plano de la órbita. Es apreciable el aumento del coeficiente de atenuación

para enerǵıas mayores a 10 TeV, y para las enerǵıas más bajas consideradas. Para enerǵıas del

orden de 10 GeV el coeficiente adquiere valores muy cercanos a 1, se grafica en otra escala de co-

lores para poder apreciar su variación. Hay zonas de baja absorción a grandes alturas, es decir h

del orden de 1013 cm y cuando φ ∼ 0,5, momento en que la estrella está detrás del agujero negro.
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Figura 4.1: Variación del coeficiente de atenuación con la altura h y la fase φ a diferentes valores

fijos de enerǵıa.
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La Figura 4.2 muestra el mapa de absorción para distintas alturas h en todo punto de la

órbita, en función de la enerǵıa. Puede apreciarse, como es de esperar, que el coeficiente de

atenuación disminuye con la altura sobre el plano orbital. A alturas del orden de 1013 cm la

absorción es casi nula, y vaŕıa escasamente.
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Figura 4.2: Variación del coeficiente de atenuación con la enerǵıa E y la fase φ a diferentes

valores fijos de altura h.
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En la Figura 4.3 se exiben dos gráficos. El gráfico de la izquierda corresponde a curvas del

coeficente de atenuación en función de la fase orbital para diferentes alturas seleccionadas, a una

dada enerǵıa fija, E = 1 TeV. Este gráfico presenta claramente la atenuación de la absorción

para grandes alturas y la modulación de la absorción provocada por la fase orbital. El gráfico

de la derecha corresponde a curvas del coeficiente de atenuación en función de la enerǵıa para

diferentes alturas seleccionadas, para una fase fija, φ = 0,91 que corresponde al instante de de-

tección del flare. La atenuación es máxima para bajas alturas y para enerǵıas del orden de las

centenas de GeV; la drástica disminución con la altura puede apreciarse comparando la curva

correspondiente a h = 1012 cm con la correspondiente a 1013 cm.
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Figura 4.3: Izquierda: Curvas de e−τ en función de la fase φ a diferentes alturas h, para E =

1TeV.

Derecha: Curvas de e−τ en función de la enerǵıa E a diferentes alturas h, para φ = 0,91.

Por último, la Figura 4.4 presenta el mapa de absorción calculado, en función de la altura por

sobre el plano orbital y de la enerǵıa. La fase es fija, φ = 0,91. Puede apreciarse que la absorción

es casi nula a las alturas máximas consideradas. Las enerǵıas entre ∼ 70 y ∼ 700 GeV producen

los máximos de absorción. En la figura además se destaca la zona correspodiente a τ ∼ 1 que

divide el mapa en dos regiones. Para τ ∼ 1 el coeficiente de atenuación toma un valor ∼ 0,36

lo cual correponde a una absorción ∼ 64 % del flujo emitido (ver ecuación 3.2), de modo que en

la región interna delimitada por τ ∼ 1 la absorción es mayor al 64 % y en la región externa menor.
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Figura 4.4: Variación del coeficiente de atenuación con la enerǵıa y la altura a valor fijo de la

fase φ = 0,91. Las curvas blancas corresponden a un valor de τ ∼ 1.

4.3. Análisis de la energética

4.3.1. Cálculo del ı́ndice espectral emitido

Los datos de MAGIC y su análisis implican que el flujo obsrvado en rayos γ por Cygnus X-1

es

Fobs = kE−α (4.1)

donde k es una constante, ver ecuación (2.1). Entonces

log(Fobs) = log(k) + log(E−α) = log(k) − α logE (4.2)

A partir del flujo medido a dos enerǵıas fijas E1 y E2

log(Fobs(E1)) − log(Fobs(E2)) = α(log(E2) − log(E1)) (4.3)

Por lo tanto el ı́ndice espectral derivado de las observaciones es

α =
log(Fobs(E1)) − log(Fobs(E2))

log(E2) − log(E1)
. (4.4)
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Por otro lado, se tiene para el flujo emitido, asumiendo que también sigue una ley de potencias

Femit = κE−β, (4.5)

con κ una constante.

Análogamente

β =
log(Femit(E1)) − log(Femit(E2))

log(E2) − log(E1)
, (4.6)

y además si τ(E) se comporta en forma aproximadamente lineal con la enerǵıa en (E1, E2) se

pueden relacionar ambas leyes de potencias

Fobs = Femite
−τ(E). (4.7)

Se escribe expĺıcitamente la dependencia de τ con la enerǵıa por los requerimientos del cálculo

(τ depende además de otras cantidades como la altura o la fase orbital). Tomando logaritmos

log(Fobs) = log(Femit) − τ(E) log(e) (4.8)

Reemplazando en (4.6) se obtiene

β =
log(Fobs(E1)) + τ(E1) log(e) − log(Fobs(E2)) + τ(E2) log(e)

log(E2) − log(E1)
(4.9)

Usando (4.4)

β = α+ log(e)
τ(E2) − τ(E1)

log(E2) − log(E1)
. (4.10)

Del ajuste de las observaciones se obtiene α = 3,2, E1 = 100 GeV y E2 = 1 TeV, luego

β = 3,2 − 0,43
τ(E2) − τ(E1)

2,30
(4.11)

Para cada valor de la altura h habrá un valor de τ . Los valores de τ(h) calculados se muestran

en la Figura 4.5 para las dos enerǵıas de interés. Se tiene entonces β(h), y los valores obtenidos

se despliegan en la Figura 4.6.



44 CAPÍTULO 4. EL CASO DE CYGNUS X-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 9  9.5  10  10.5  11  11.5  12  12.5  13

τ

log(h) [cm]

 E = 1 TeV

 E = 100 GeV

Figura 4.5: Variación de la profundidad óptica τ con la altura para dos valores de enerǵıa, a

valor fijo de la fase φ = 0,91.
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4.3.2. Cálculo de la luminosidad emitida

A partir de la ecuación (2.1) se obtiene la luminosidad

Lobs = 4πk1,6d2(
E

1TeV
)−3,2+2erg/seg. (4.12)

De aqúı, se deduce que k = 2,3 × 10−12 y

Lemit = 4πκ1,6d2(
E

1Tev
)−β+2 (4.13)

en conformidad con (4.7)

log(κE−β) = log(k(
E

1TeV
)−α) + τ log(e). (4.14)
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Despejando κ:

log(k) =
(α− β) log( E

1Tev ) + α log(k) − τ log(e)

β
(4.15)

y

log(κ) =
(3,2 − β) log( E

1Tev ) − 37,29 − 0,43τ

β
(4.16)

También puede obtenerse Lemit como:

Lemit = Lobse
τ (4.17)

con Lobs = 4π×2,3×10−12×1,6d2E−1,2 erg s−1 y d= 2.2 Kpc. Se calcula entonces para E = 100

GeV a distintas alturas:

log(Lemit) = log(15,85 × 4,40 × 1032eτ ). (4.18)

Los valores obtenidos para la luminosidad emitida se muestran en la Figura 4.7.
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Figura 4.7: Luminosidad emitida, Lemit, en función de la altura.

4.4. Análisis de la variación con la inclinación

Como se mencionó en secciones previas la inclinación del sistema Cygnus X-1 no se conoce

con gran precisión, de modo que no hay una forma de determinar que valor entre 25 y 65 grados

es más apropiado adoptar. La función de masa del sistema śı se conoce con gran precisión. A

partir de ella puden estimarse nuevos valores para el semieje de la órbita, y de la masa secundaria

para valores fijos dados de la inclinación y de la masa de la componente primaria.
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La función de masa del sistema Cygnus X-1 es f(m1,m2) = 0,251 ± 0,007 M⊙ (Gies et al.,

2003). La función de masa de un sistema binario cuya componente primaria tiene masa m1 y

cuya componenete secundaria masa m2 se define como

f(m1,m2) = 4π2a sin(i)3

GP 2
=

(m2 sin(i))3

(m1 +m2)2
, (4.19)

donde a es el semieje mayor de la órbita, i la inclinación, y P el peŕıodo.

Si se fija el valor de la masa de la estrella al valor adoptado (30M⊙), para un nuevo valor de

i se tendrá un nuevo valor de a y de m2.

Como a = (GMP 2

4π2 )1/3 con M = m1 + m2, si se lo reemplaza en el segundo miembro de la

ecuación 4.19, se obtiene un polinomio para m2

0, 25m2
1 + 2 × 0, 25m1×m2 + 0, 25×m2

2 − sin(i)3×m3
2 = 0. (4.20)

Se calcula m2 mediante el método de Newton-Raphson para los valores extremos de la

inclinación y luego se calcula el correspondiente valor de a:

i m2 a

25◦ 20,35 M⊙ 3,40×1012cm

65◦ 7,84 M⊙ 3,09×1012cm

La Figura 4.8 muestra los valores de la opacidad τ para dos valores fijos de enerǵıa calculados

con los parámetros correspondientes a las inclinaciones 25◦ y 65◦. Como es de esperar existe una

gran diferencia entre los valores correspondientes a las dos inclinaciones. Al cambiar la posición

relativa de la órbita respecto de la ĺınea de la visual cambia el recorrido que realizan los rayos

γ para llegar al observador.

El ı́ndice espectral β cambia considerablemente. En La Figura 4.9 se exibe la variación del

ı́ndice espectral β en función de la altura para los diferentes valores de la inclinación . El ı́ndice

espectral se hace más duro para i = 65◦.

Los requerimientos energéticos vaŕıan enormemente con la inclinación, como lo muestra la

Figura 4.10: la luminosidad emitida en función de la altura h para ambos valores de la inclina-

ción. Se aprecia que a mayor inclinación mayor es la luminosidad emitida por el sistema; Lemit
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correspondientes a una inclinación i = 25◦.

Derecha: Idem para i = 65◦.
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puede variar hasta casi 3 órdenes de magnitud para alturas del orden de 109 cm. La opacidad

aumenta al aumentar la inclinación por ende la luminosidad requerida para reproducir la lumi-

nosidad observada (ver ecuación 4.12) también lo hace.
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Figura 4.10: Izquierda: Luminosidad emitida, Lemit, en función de la altura, para dos valores

fijos de la enerǵıa, correspondientes a una inclinación i = 25◦.

Derecha: Idem para i = 65◦.
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Discusión

Los resultados obtenidos en la investigación presentada en esta tesis brindan un detalle de

la absorción bajo las hipótesis realizadas, y permiten obtener una estimación de la luminosidad

intŕınseca calculada a partir de la luminosidad observada corregida de absorción. A fin de acotar

la localización de la región emisora en función de la absorción, se necesita tener en cuenta la

potencia cinética total del jet de Cygnus X-1, Pjet ∼ 1037 erg s−1 (Gallo et al., 2005). La poten-

cia emitida por el jet en rayos γ será una fracción de este valor. De modo que sea cual fuere el

modelo a proponer para la generación del flare, debe dar cuenta de las observaciones con una

energética de no más de una fracción de Pjet.

De la Figura 4.7 se observa que si la emisión γ se produjo en la base del jet, para reproducir

las observaciones se requiere de una luminosidad en γ de 1036,6 erg s−1. Por otro lado, a una

altura de 1,5×1012 cm la luminosidad es de 1035 erg s−1. Si la altura es mayor, menor será la

luminosidad emitida.

Se proponen dos modelos muy distintos para la explicación del flare observado y de la posible

posición del emisior.

Romero et al. (2002) presentaron un modelo que incorpora las diferentes componentes de

Cygnus X-1, el disco de acreción, la corona, la estrella compañera, y el jet relativista. En es-

te modelo los outbursts no térmicos son un resultado natural y esperado. Sugieren que ciertos

episodios de emisión de flares detectados en enerǵıas del orden de ∼ 1 MeV (Golenetskii et al.,

2002; Shmidt, 2002) pueden interpretarse en términos de actividad de microblazar no térmica. El
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carácter recurrente de éstos eventos puede explicarse a través del corrimiento Doppler originado

en la precesión del jet (Kaufman-Bernadó et. al., 2002).

Existe un efecto de corrimiento debido al factor Doppler relativista

D = Γ−1(1 ± β cosφ)−1 (5.1)

donde φ es el ángulo formado con la ĺınea de la visual, Γ es el factor de Lorentz total del fluido, y

β es su velocidad. Un objeto moviéndose a un ángulo φ con velocidad β tendrá una luminosidad

significativamente más grande a su valor intŕınseco

Lapp = DnLint (5.2)

con 3 < n < 4.

La corrección Doppler afecta todo el espectro no térmico, incluyendo enerǵıas mayores a

200 GeV. En el modelo de Romero et al. (2002) se introduce un cutoff en la distribución de

electrones, por el hecho de que el evento fue observado a bajas enerǵıas. En este modelo la

luminosidad intŕınseca se origina por efecto Compton inverso sobre fotones de la estrella. Es un

modelo esencialmente leptónico.

Un resultado interesante que arroja este trabajo es que debido a la precesión hay una varia-

ción de hasta un órden de magnitud en la radiación observada del jet respecto de la emitida. El

ángulo de precesión se estima en 16,5 grados. El tránsito a través del pico de flujo magnificado

puede ser muy rápido en el sistema de referencia del observador, detectándose como un flare.

La Figura 5.1 ilustra esta situación.

Bajo estas condiciones los requerimientos energéticos para que la emisión se origine cerca de

la base del jet, log(Lemit) = 36,6, seŕıan menores y además se explicaŕıa el carácter no continuo

de la emisión detectada en rayos γ.

Por otro lado se ha propuesto un modelo para explicar flares en rayos γ (Romero et al. 2003,

2007; Araudo, et al., 2009; Owocki et al., 2009) en microquásares de gran masa, basado en la

interacción entre los jets y las inhomogeneidades del viento de las estrellas masivas. La pérdida

de masa en este tipo de estrellas se piensa que es llevada a cabo v́ıa vientos supersónicos forma-

dos por grumos (clumps) muy densos y grandes vaćıos entre ellos (e.g. Owocki & Cohen, 2006).
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Figura 5.1: Diagrama de la situación discutida en el modelo de precesión del jet. El jet relativista

se inyecta cerca del agujero negro. Este jet atraviesa campos de fotones creados por el disco de

acreción, la corona y la estrella. La dispersión Compton inversa debe ocurrir necesariamente

(Romero, et al. 2002).

Estas ideas son sostenidas por evidencia observacional (e.g. Dessart & Owocki, 2003, 2005; Puls

et al., 2006).

Los clumps provenientes del viento pueden eventualmente penetrar en el jet, provocando

interacciones entre el material del jet y el material del viento, que liberará una fracción signifi-

cativa de la luminosidad cinética del jet en forma de radiación sincrotrón, disperción Compton

inversa, y emisión por decaimiento de piones neutros producto de interacciones protón-protón

(ver sección 1.3.2.). La Figura 5.2 ilustra la situación.



52 CAPÍTULO 5. DISCUSIÓN

Figura 5.2: Diagrama de la situación discutida en el modelo de interacción del jet con el viento

estelar, un microquásar de gran masa con un viento estelar grumoso (Araudo, et al., 2008).

Este modelo también predice la ocurrencia de flares en enerǵıas del orden del TeV. Los re-

sultados dependen de las caracteŕıticas del clump del viento que se adopten. Sin embargo, como

consecuencia de la alta resolución espacial necesaria para detectar directamente a los clumps del

viento, toda la evidencia es indirecta. Por este motivo, sus propiedades como tamaño, densidad

y número no son bien conocidas al presente.

La ventaja de este tipo de modelos es que las interacciones que dan lugar a la radiación γ

ocurren a una distancia tal del agujero negro que la opacidad es pequeña.



Caṕıtulo 6

Conclusión

Se ha calculado en detalle la absorción γ-γ del sistema Cygnus X-1 por producción de pares.

Como era de esperar la opacidad es modulada por el movimiento orbital del sistema.

La absorción en el momento de detección del flare reportado por MAGIC es muy grande

cerca del plano orbital del sistema, y los requerimientos energéticos para reproducir los reportes

observacionales son muy grandes, a menos que actúe un mecanismo de precesión del jet como

se menciono en el caṕıtulo anterior o que la interacción que da lugar a la radiación ocurra lejos

del agujero negro.

Remitiéndose a la Sección 4.4., los requerimientos energéticos vaŕıan enormemente con la

inclinación (ver Figura 4.10). Se cuenta con una cota en la potencia del jet, sin embargo mien-

tras no se disponga de una cota más precisa en la inclinación la indeterminación es muy grande.

Si la inclinación real es del orden de i = 65◦, y si la emisión es producida en la base del jet,

requiere de una luminosidad mayor a 1037 erg s−1. En cambio, si la inclinación real es ∼ 25◦ la

luminosidad emitida nunca supera valores moderados para la potencia del jet.

Posibles ĺıneas de trabajo que pueden desarrollarse son

Considerar en el cálculo de la absorción los efectos que podŕıa tener el oscurecimiento al

limbo, al integrar el espectro de la estrella.

Como primera aproximación se despreció el efecto de cascadas electromagnéticas, debeŕıa
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realizarse un tratamiento más exahustivo para determinar cuán importante puede ser su

efecto sobre el espectro emitido en rayos γ.

Tener en cuenta la posible precesión del jet de Cygnus X-1 y sus implicaciones en la ab-

sorción y la emsión de radiación γ realizando cálculos precisos que impĺıquen resolver la

ecuación de transporte para las part́ıculas.

La detección del flare es muy reciente. El mejoramiento de las técnicas observacionales y el

hecho de que nuevos detectores de rayos γ entren en funcionamiento proveen de varias perspec-

tivas a futuro:

* Cygnus X-1 es un sistema observable desde el hemisferio Norte. MAGIC II podrá detectar

este tipo de eventos con mayor precisión y sensibilidad.

* VERITAS (Very Energetic radiation Imaging Telescope Array), constrúıdo en Arizona,

también podrá detectar emisión de muy alta enerǵıa proveniente de Cygnus X-1.

* El satélite Fermi/GLAST (Gamma-Ray Large Area Space Telescope) está detectando fuen-

tes variables a enerǵıas de MeV-GeV, que podŕıan corresponder a nuevos flares en fuentes

aún no identificadas (Abdo et al., 2009).

* También el satélite italiano de rayos γ AGILE (Astro-rivelatore Gamma a Immagini Leg-

gero) está detectando fuentes variables a enerǵıas de MeV-GeV (ver Romero & Vila, 2009;

Pittori et al., 2009).

* Finalmente cuando se cuente con más y mejores observaciones se podrán proponer modelos

más detallados.
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Apéndice A

Sección eficaz γ-γ

El cálculo de la sección eficaz de la reacción γ + γ → e+ + e− se efectua mediante electro-

dinámica cuántica (QED).

La probabilidad de transición de un estado inicial i a un estado final f esta dada por

w = |Sif |2/T, (A.1)

donde Sif es el elemento de matriz de la matriz S entre los estados i y f . En función de M , la

amplitud invariante de Feynman puede escribirse

Sif = δif + (2π)4δ(4)
(

∑

p′f −
∑

pi
)

∏

i

( 1

2V Ei

)1/2
(A.2)

∏

f

( 1

2V E′
f

)1/2∏

l

(2ml)
1/2M

donde el ı́ndice l hace referencia a cada leptón part́ıcipe del proceso.

Se definió w como la razón de transición a un estado final definido. Para obtener la razón

de transición para un grupo de estados finales con momento en los intervalos (p′f , p
′
f + dp′f ),

f=1,...,N , se debe multiplicar w por el número de éstos estados que es

∏

f

V d3p′f
(2π)3

. (A.3)

La sección eficaz diferencial es la razón de transición a este grupo de estados finales para un

centro dispersor y unidad de flujo incidente. El volumen V que se considera contiene sólo un
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centro dispersor, y el flujo incidente es vrel/V donde vrel es la velocidad relativa de las particulas

colisionantes.

Combinando estos resultados

dσ = w
V

vrel

∏

f

V d3p′f
(2π)3

. (A.4)

Entonces la sección eficaz diferencial para la colisión de dos part́ıculas (i = 1, 2) moviéndose

colinealmente con velocidad relativa vrel y resultando en N part́ıculas finales (f = 1, 2, ..., N)

esta dada por

dσ = (2π)4δ4
(

∑

p′f −
∑

pi
) 1

4E1E2vrel

(

∏

l

(2ml)
)(

∏

f

d3p′f
(2π)32E′

f

)

|M |2. (A.5)

Supóngase que en el estado inicial tenemos un fotón de momento k1 = (ω1,~k1) y vector pola-

rización ε ≡ εr(~k1) y otro fotón de momento k2 = (ω2,~k2) y vector polarización ε ≡ εr′(~k2). En

el estado final tendremos un electrón de momento p1 = (E1, ~p1) en el estado de spin u1≡us(~p1)

y un positrón de momento p2 = (E2, ~p2) en el estado de spin v2≡vs′(~p2).

Para el caso de dos part́ıculas finales la sección eficaz puede escribirse:

dσγγ
dt

=
h̄2c2

16πs2
〈|M |2〉 (A.6)

donde s = (k1 + k2)
2/c2 y t = (k1 − p1)

2/c2 son las variables de Mandelstam.

Figura A.1: Diagramas de Feynman para el proceso γ + γ → e+ + e−
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A nivel más bajo no nulo (nivel árbol), la amplitud de FeynmanM resulta de dos diagramas de

Feynman (ver Figura A.1), de modo que M = M(a) +M(b) y sus correspondientes contribuciones

estan dadas por:

M(a) = (−ie)u(p1)γ
αεα(k1)i

6 p1− 6 k1 +mec

(p1 − k1)2 −m2
ec

2
(−ie)v(p2)γ

βεβ(k2) (A.7)

M(b) = (−ie)u(p1)γ
βεβ(k2)i

6 p1− 6 k2 +mec

(p1 − k2)2 −m2
ec

2
(−ie)v(p2)γ

αεα(k1), (A.8)

donde las γµ son las matrices de Dirac, y se define 6 aµ = aµγµ. Se debe calcular

|M |2 = |M(a)|2 + |M(b)|2 +M(a)M
†
(b) +M(b)M

†
(a). (A.9)

Si las part́ıculas colisionantes no están polarizadas (el estado de polarización inicial y final

no estan completamente especificados) para obtener la sección eficaz no polarizada |M |2 se debe

promediar sobre todos los estados iniciales de polarización y se debe sumar sobre todos los

estados finales de spin. Es decir,

〈|M |2〉 ≡ 1

2

∑

r

∑

s

|M |2. (A.10)

Para llevar a cabo estas sumas se usan relaciones de completitud para las sumas de spin:

∑

s=1,2

us(p)us(p) = (6 p+mc);
∑

s=1,2

vs(p)vs(p) = (6 p−mc), (A.11)

y para las sumas de polarización

∑

r

εαr (k)εr(k)
β = −gαβ . (A.12)

Se obtiene

〈|M(a)|2〉 =
e4

4
Tr

(

(6 p1+mec)γ
α 6 p1− 6 k1 +mec

[(p1 − k1)2 −m2
ec

2]2
γβ(6 p2−mec)γβ(6 p1− 6 k1+mec)γα

)

, (A.13)

〈|M(b)|2〉 =
e4

4
Tr

(

(6 p1+mec)γ
α 6 p1− 6 k2 +mec

[(p1 − k1)2 −m2
ec

2]2
γβ(6 p2−mec)γβ(6 p1− 6 k2+mec)γα

)

, (A.14)
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〈M(a)M
†
(b)〉 =

e4Tr[(6 p1 +mec)γ
α(6 p1− 6 k2 +mec)γ

β(6 p2 −mec)γβ(6 p1− 6 k2 +mec)γα]

4[(p1 − k1)2 −m2
ec

2][(p1 − k2)2 −m2
ec

2]
, (A.15)

〈M(b)M
†
(a)〉 =

e4Tr[(6 p1 +mec)γ
α(6 p1− 6 k2 +mec)γ

β(6 p2 −mec)γβ(6 p1− 6 k1 +mec)γα]

4[(p1 − k2)2 −m2
ec

2][(p1 − k1)2 −m2
ec

2]
, (A.16)

Para calcular las trazas involucradas se utilizan las propiedades de las trazas del producto

de matrices de Dirac, algunas de ellas son 1:

Tr(6 A 6 B) = 4(AB)

Tr(6 A 6 B 6 C 6 D) = 4[(AB)(CD) − (AC)(BD) + (AD)(BC)]

Tr(6 A1 6 A2... 6 A2n) = Tr(6 A2n... 6 A2 6 A1)

Tr(6 A1 6 A2... 6 A2k+1) = 0.

Es conveniente trabajar en el sistema centro de masas, donde

~k1·~k2 =
s

2
; ~p1·~p2 =

s

2
−m2

ec
2, (A.17)

~k1·~p1 = ~k2·~p2 =
m2
ec

2 − t

2
−m2

ec
2; ~p1·~k2 = ~p2·~k1 =

s+ t−m2
ec

2

2
. (A.18)

Si la velocidad del electrón en en el sistema centro de masas es βe = ~p1/p
0
1 se puede escribir

t = m2
ec

2 − s
2(1 − βe cos(θ)) y Para integrar la ecuación dσ

dt en t los ĺımites de integracíın serán

tmin = m2
ec

2 − s
1 + βe

2
y tmax = m2

ec
2 − s

1 − βe
2

(A.19)

Integrando se obtiene finalmente

σγγ(Eγ , ǫ) =
πr2e
2

(1 − β2)

[

2β(β2 − 2) + (3 − β4) ln
(1 + β

1 − β

)

]

, (A.20)

donde

re =
e4

16π2m2
e

. (A.21)

1Para más detalle consultar por ejemplo F. Mandl and G. Shaw (1984), pag 329.



Apéndice B

Método de cuadratura de Gauss

Se desea realizar el cálculo numérico de una cierta integral definida. El método básico con

que se aproxima
∫ b
a f(x)dx recibe el nombre de cuadratura numérica y emplea una suma del

tipo
n

∑

i=0

aif(xi) (B.1)

para aproximar
∫ b
a f(x)dx.

Los métodos de cuadratura numérica se basan en polinomios interpolantes. Se selecciona

un conjunto de nodos distintos {x0, ..., xn} del intervalo [a, b] y después se integra el polinomio

interpolante, por ejemplo el de Lagrange:

Pn(x) =
n

∑

i=0

f(xi)Li(x), (B.2)

y su término de error de truncamiento en [a, b]:
∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a

n
∑

i=0

f(xi)Li(x)dx+

∫ b

a

n
∏

i=0

(x− xi)
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!
dx (B.3)

=
n

∑

i=0

aif(xi) +
1

(n+ 1)!

∫ b

a

n
∏

i=0

(x− xi)f
(n+1)(ξ(x))dx, (B.4)

donde ξ(x) se encuentra en [a, b] para cada x, y

ai =

∫ b

a
Li(x)dx (B.5)

para cada i = 0, 1, ..., n.

Por tanto, la fórmula de cuadratura es
∫ b

a
f(x)dx≈

n
∑

i=0

aif(xi), (B.6)
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con un error dado por

E(f) =
1

(n+ 1)!

∫ b

a

n
∏

i=0

(x− xi)f
(n+1)(ξ(x))dx. (B.7)

Es decir que esta fórmula será exacta cuando aproxime cualquier polinomio de un grado menor

o igual que n.

En la cuadratura gaussiana se escogen nodos x1, x2, ..., xn en el intervalo [a, b] y los coefi-

cientes c1, c2, ..., cn, para reducir en lo posible el error esperado que se obtiene al efectuar la

aproximación
∫ b

a
f(x)dx≈

n
∑

i=0

cif(xi). (B.8)

La selección óptima de estos valores es la que dé el resultado exacto de la clase de polinomios

de mayor grado, es decir, la que ofrezca el mayor grado de precisión.

Los coeficientes cj son arbitrarios y los nodos xj están restringidos sólo por la especificación

de que se encuentren en el intervalo de integración. Esto dá 2n parámetros a seleccionar. Si los

coeficientes de un polinomio se consideran parámetros, la clase de polinomios de grado máximo

2n-1 también contiene 2n parámetros. Por tanto, éste es el tipo de polinomio de grado mayor en

que es posible esperar que la fórmula sea exacta si los coeficientes y nodos se eligen de manera

correcta.

Como ejemplo ilustrativo supóngase que se quiere determinar c1, c2, x1 y x2 de modo que la

fórmula de integración
∫ 1

−1
f(x)dx≈ c1f(x1) + c2f(x2) (B.9)

de el resultado exacto siempre que f(x) sea un polinomio de grado 2(2)-1=3 o menor, es decir,

cuando

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3, (B.10)

para algún conjunto de constantes a0, a1, a2 y a3. Dado que

∫

(a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3)dx = a0

∫

1dx+ a1

∫

xdx+ a2

∫

x2dx+ a3

∫

x3dx, (B.11)

esto equivale a demostrar que la fórmula produce resultados exactos cuando f(x) es 1, x, x2 y

x3. Por tanto, se necesita que:

c1·1 + c2·1 =
∫ 1
−1 1dx = 2,
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c1·x1 + c2·x2 =
∫ 1
−1 xdx = 0,

c1·x2
1 + c2·x2

2 =
∫ 1
−1 x

2dx = 2/3,

c1·x3
1 + c2·x3

2 =
∫ 1
−1 x

3dx = 0.

Este sistema de ecuaciones tiene solución única

c1 = 1, c2 = 1, x1 = −
√

3

3
, x2 =

√
3

3
. (B.12)

con que se obtiene la fórmula de aproximación

∫ 1

−1
f(x)dx≈ f(

−
√

3

3
) + f(

√
3

3
). (B.13)

Con esta técnica se podŕıan determinar los nodos y coeficientes de las fórmulas que propor-

cionan resultados exactos con los polinomios de grado superior. Pero se puede hacer uso de un

tipo de polinomios en particular para obtenerlos más facilmente. Los polinomios de Legendre

son un conjunto {P0(x), P1(x), ..., Pn(x), ...,} de polinomios ortogonales con las siguientes pro-

piedades:

Para cada n, Pn(x) es un polinomio de grado n
∫ 1
−1 P (x)Pn(x)dx = 0, siempre que P (x) sea un polinomio de un grado menor que n.

Las ráıces de estos polinomios son diferentes, se encuentran en el intervalo (−1, 1) tienen

simetŕıa con respecto del origen y, lo más importante de todo, es la opción correcta para deter-

minar los parámetros que resuelven el problema.

Los nodos x1, ..., xn necesarios para producir una fórmula de la aproximación a la integral,

que proporcione resultados exactos para cualquier polinomio de un grado menor que 2n son las

ráıces del polinomio de Legendre de grado n. Esto se establece por medio del siguiente resultado:
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Teorema 1 Si se tiene que x1, ..., xn son las ráıces del polinomio de Legendre Pn(x) de n-ésimo

grado y que para cada i = 1, 2, ..., n, los números ci están definidos por

ci =

∫ 1

−1

n
∏

j=1j 6=i

x− xj
xi − xj

dx. (B.14)

Si P (x) es un polinomio cualquiera de un grado menor que 2n, entonces

∫ 1

−1
P (x)dx =

n
∑

i=1

ciP (xi). (B.15)

La demostración se encuentra en cualquier libro básico de cálculo numérico como por ejemplo

Burden & Faires (2002).

Las constantes ci necesarias para que la cuadratura funcione, pueden generarse a partir de

la ecuación del teorema enunciado, pero afortunadamente las constantes ci y las ráıces de los

polinomios de Legendre se tabulan ampliamente.

Una integral en un intervalo arbitrario [a, b] puede llevarse a otra en el intervalo [−1, 1]

mediante el siguiente cambio de variables

t =
2x− a− b

b− a
⇐⇒ x =

1

2
[(b− a)t+ a+ b]. (B.16)

La cuadratura gaussiana puede aplicarse de forma

∫ b

a
f(x)dx =

∫ 1

−1
f
((b− a)t+ (b+ a)

2

)(b− a)

2
dt. (B.17)

El método puede modificarse abiertamente para utilizarlo para aproximar integrales múlti-

ples. Debido a la cantidad de cálculos que se requieren en una integral triple o de mayor orden,

la cuadratura gaussiana es el método indicado.


