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Resumen

Las binarias de rayos X de baja masa (LMXBs') presentan alta variabilidad en un am-
plio rango de escalas temporales, desde decenas de milisegundos hasta afios. El anélisis
espectro-temporal de esta variabilidad es una herramienta fundamental en el estudio de
las propiedades fisicas y geométricas de los flujos de acrecion hacia los objetos compac-
tos que contienen estos sistemas. Estas fuentes presentan oscilaciones cuasi-periddicas
(QPOs?) en sus espectros de potencias, a diferentes frecuencias, que funcionan como tra-
zadoras de la dinamica de estos sistemas. El estudio de las caracteristicas espectrales de
estas QPOs permite comprender los procesos radiativos por lo cuales estas oscilaciones se
traducen en observables, asi como las propiedades geométricas de las fuentes en las que
ocurren.

La emision en rayos X de las LMXBs esta principalmente dominada por el proceso de
Comptonizacion inversa donde fotones poco energéticos ganan energia al interactuar con
un plasma de electrones caliente. En esta Tesis de Licenciatura nos proponemos desarrollar
un modelo de Comptonizacién variable en el tiempo, basado en el modelo de Karpouzas
et al. (2020), para poder explicar las propiedades espectro-temporales de QPOs en siste-

mas binarios que contienen un agujero negro como objeto compacto.

IDel inglés, low mass X-ray binary.
2Del inglés, quasi-periodic oscillation.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Binarias de rayos X de baja masa

Las binarias de rayos X son sistemas binarios que consisten en un objeto compacto, que
puede ser una estrella de neutrones (NS'!) o un agujero negro (BH?), acretando materia
de una compafiera estelar. De acuerdo a la masa de la estrella donante se clasifican en
binarias de rayos X de alta masa (HMXB?) y de baja masa (LMXB%). En las HMXBs, la
componente estelar es mas masiva que el objeto compacto, usualmente se trata de una
estrella de tipo O-B de masa > 10 M que a través de sus vientos estelares le transfiere
materia a la componente acretante. Por otro lado, en las LMXBs, la componente donante es
una estrella evolucionada de masa <1 Mg, que desbordé su 16bulo de Roche, transfiriendo
materia al objeto compacto a través de un disco de acrecion.

En sistemas binarios con orbitas aproximadamente circulares, se suele utilizar un sis-
tema de referencia co-rotante con el sistema donde el origen esta en el centro de masa y
cuyo plano coincide con el orbital. Debido a la no inercialidad del sistema de referencia,
ademas de la fuerza gravitatoria, debemos considerar la fuerza ficticia centrifuga. Defini-
mos entonces una fuerza gravitatoria efectiva como la diferencia entre estas dos fuerzas,
Fy efect = Fg—F,. Siun objeto se encuentra cerca de una de las masas, sobre €l predominara
la interacciéon gravitatoria. De lo contrario, estando lejos, comenzard a dominar la fuerza
centrifuga y, por lo tanto, la gravedad efectiva apuntard hacia afuera. En la Fig. 1.1 se

muestran las superficies donde el potencial gravitatorio efectivo es constante. Cerca de las

Del inglés, neutron star-.

2Del inglés, black hole.

3Del inglés, high-mass X-ray binary.
4Del inglés, low-mass X-ray binary.
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Figura 1.1: Superficies equipotenciales para un sistema binario de dos masas M; y M5, con
My, > M,. Los niimeros del 1 al 7 indican que el potencial estd en aumento. Se indica con CM y
L, i=1,...,5, el baricentro de la binaria y los diferentes puntos de Lagrange, respectivamente.

Figura tomada de Tan (2021).

componentes del sistema, las superficies equipotenciales son esferas concéntricas mientras
que, a medida que nos alejamos, éstas se van deformando hacia el centro. Identificamos
una superficie equipotencial critica que se intersecta a si misma en el punto de Lagrange
L. Los volumenes encerrados son los 16bulos de Roche, que constituyen la region en torno

a las masas donde la materia se encuentra gravitacionalmente ligada a ellas.

En la Fig. 1.2 se muestra un esquema del proceso de transferencia de masa en las
LMXBs. A medida que la componente estelar del sistema evoluciona, llena su lébulo de
Roche, alcanzando el punto de equilibrio inestable L;. A través de este punto, comienza a
transferirse materia, esencialmente hidrégeno ionizado, la cual es atraida hacia el objeto
compacto. La materia que es acretada posee momento angular, de modo que no cae direc-
tamente hacia el objeto compacto, sino que forma una estructura de disco en torno a él,
llamada disco de acrecién. El gas en el disco posee una rotacidn diferencial, es decir que
cuanto mas se acerca al objeto acretante, mas rapido rota. La presencia de viscosidad y
de campos magnéticos permite el transporte del momento angular y genera la disipacion
de energia a través del calentamiento del gas. De esta forma, la energia gravitacional de

la materia que cae al objeto compacto es transformada en energia térmica y en energia
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LMXB
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Figura 1.2: Esquema de la acrecién en una LMXB tipica con una NS como objeto compacto. La
NS acreta materia a través de un disco formado por corrientes de acreciéon que se originan por el

desborde del 16bulo de Roche a través del punto de Lagrange L. Figura tomada de Tan (2021).

rotacional (Shakura & Sunyaev 1973; Frank et al. 2002).

En la Fig. 1.3 presentamos una ilustracién de una LMXB con un BH como objeto com-
pacto (BH LMXB), que son las fuentes en las que nos enfocaremos a lo largo de esta Tesis.
En concordancia con la descripcidn previa de estos sistemas, identificamos la transferencia
de materia desde una estrella a un BH a través de un disco de acrecién. Parte de la mate-
ria del disco, en lugar de ser acretada por el BH, puede ser eyectada en forma de chorros
colimados en la direccién del eje de rotaciéon del BH, como se representa en color blanco
en la figura. Este chorro de materia, conocido como jet, suele detectarse principalmente a

frecuencias de radio.

1.1.1. Espectro de emisién de LM XBs

Para todas las binarias de rayos X, tanto de alta como de baja masa, la fisica detras de
los mecanismos de emisién es similar. Por lo tanto, todas poseen un espectro de energia
semejante al de la Fig. 1.4, representado por la linea negra continua. Notamos que el es-
pectro posee dos maximos locales anchos, uno a bajas energias, del orden de ~1 keV y
otro a energias de ~100 keV. Ademads, se observa un pico angosto en ~6-7 keV. Estas tres
caracteristicas se vinculan a tres componentes espectrales independientes, aunque rela-
cionadas, que pueden ajustarse adecuadamente con tres modelos aditivos, indicados en la
figura con distintos colores y tipos de linea. La componente de bajas energias, o blanda,

se corresponde con la emision de un disco de acrecion geométricamente delgado y épti-
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Figura 1.3: Ilustracion de un BH LMXB. Se observa un BH acretando materia de una estrella

evolucionada a través de un disco de acrecién. Figura adaptada de Gomez et al. (2015).

camente grueso (Shakura & Sunyaev 1973). En el caso de las binarias donde el objeto
compacto es una NS, se considera también la emisidn en rayos X blandos de su superficie,
usualmente modelada como un cuerpo negro o una atmdsfera. El disco puede ser mode-
lado como un cuerpo negro multi-temperatura (Mitsuda et al. 1984), es decir, como una
sucesion de anillos que emiten como cuerpos negros con diferentes temperaturas, siguien-
do la ley de potencias T ~ R—3/4, con R el radio del anillo. Como es evidente en la Fig 1.4,
la contribucién del disco no es suficiente para explicar el comportamiento espectral de la
fuente a energias mayores de algunos keV, incluso suponiendo las condiciones éptimas
para la emision.

En las regiones préximas al objeto compacto, existe un plasma caliente con electrones,
que llamaremos corona, cuya forma geométrica aun esta en discusion: podria tratarse de
una componente del flujo de acrecion (Ingram et al. 2009) o de la base de un jet salien-
te (Giannios et al. 2004; Markoff et al. 2005a; Reig & Kylafis 2021). Cuando un fotén
ingresa a la corona, puede colisionar con los electrones muy energéticos alli presentes y
ganar energia mediante el proceso de dispersién Compton inversa (IC°, Ghisellini 2013).
Un mismo fotén puede interactuar muchas veces con distintos electrones, siendo disper-
sado en cada interaccidn hacia energias mas altas. El proceso mediante el cual un fotén
de relativamente baja energia sufre repetidas dispersiones al interactuar con una pobla-

cién de electrones muy calientes que sigue una distribucién de Maxwell se conoce como

Del inglés, inverse Compton.
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Comptonizacién térmica. En cada interaccion, el fotén ganard una energia promedio de

4k “donde T, es la temperatura de los electrones, k la constante de Boltzmann y m,c?

mec

la energia en reposo del electrén (Pozdnyakov et al. 1983). Si se tiene un plasma con

electrones calientes, pero no relativistas, con una profundidad éptica 7 cercana a 1, con
el que actia una poblacidon de fotones, el espectro resultante serd una ley de potencias
con un quiebre exponencial, es decir, de la forma ~ (hv /kn)*“efl% (Ghisellini 2013). El
indice espectral, o, de esta ley de potencias esta vinculado a la profundidad éptica y a la

temperatura del plasma, segtn la siguiente ecuacion

9 1 3
o=,/—-+ - -, (1.1)
4 51{{71;\/7(1 +1/3) 2

y a partir de este, introducimos la cantidad I" = & + 1 que llamamos indice de fotones. El

comportamiento del espectro a altas energias de las BH LMXBs puede explicarse mediante
la Comptonizacion de fotones provenientes del disco de acrecién. El modelo de Comp-
tonizacidn térmica mas utilizado en la literatura para ajustar el espectro del continuo es
nthcomp (Zdziarski et al. 1996; Zycki et al. 1999). Dicho modelo considera una poblacién
de fotones emitida por una fuente de temperatura 7;, que puede ser modelada como un
cuerpo negro o como un cuerpo negro multi-temperatura; estos fotones inciden en un
plasma con electrones térmicos de temperatura 7, donde son dispersados por Comptoni-
zacion. De todas formas, esta contribucién al espectro de una BH LMXB no puede explicar
el pico observado a 6 — 7 keV.

Para lograr el ajuste adecuado del espectro, introducimos la ultima componente llama-
da de reflexion. Esta contribucién es generada por la emision del disco al ser iluminado
por fotones muy energéticos que regresan de la corona luego de atravesar varios procesos
de dispersién. Notamos en la Fig. 1.4 que el espectro de reflexiéon también presenta una
componente angosta a 6 — 7 keV. Este pico corresponde a la linea de emisién del hierro
Ko originada por la fluorescencia: un dtomo de hierro se excita al absorber un fotén de
alta energia y luego decae a un estado menos excitado emitiendo un fotén a energias de
~6.4-7 keV, dependiendo de su estado de ionizacién. Por otro lado, el espectro de refle-
xién presenta un maximo ancho a ~50 keV. Fotones con energias menores a ~20 keV son
absorbidos por el disco y por lo tanto no se observan en el espectro de reflexion. Fotones
con energias superiores a ~70 keV son dispersados hacia energias mds bajas mediante la
interaccion Compton directa, donde un fotdn altamente energético le transfiere energia
a un electrén de menor energia. De esta forma, los fotones de energias mas altas, si es

que no son absorbidos en el disco, logran escapar luego de reducir considerablemente
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Figura 1.4: Espectro de energia intrinseco de la binaria de rayos X Cyg X-1 con linea sélida
negra. Con lineas largas discontinuas rojas se indica el espectro del disco de acrecién, con lineas
cortas discontinuas azules la componente de Comptonizaciéon debida a dispersién de los fotones
con electrones calientes térmicos. La linea punteada verde identifica la componente de reflexién en

la que se distingue la linea de hierro Fe Ka. Figura adaptada de Zdziarski & Gierlinski (2004).

su energia, dando lugar a lo que se conoce como Compton Hump, o joroba (Zdziarski &
Gierlinski 2004).

Concluimos entonces que, mediante la contribucidon de estas tres componentes (dis-
co, Comptonizacion y reflexion) podemos explicar satisfactoriamente las caracteristicas

principales del espectro observado en las binarias de rayos X.

1.1.2. Agujeros negros en LM XBs: fuentes transitorias

Mientras buena parte de las LMXBs cuyo objeto compacto es una NS (NS LMXB) suele
presentar una luminosidad aproximadamente constante, del orden de 1036 erg/s, la gran
mayoria de las BH LMXBs cambian su luminosidad de forma ciclica desde luminosidades
del orden de 10% erg/s hasta 103® erg/s. Las BH LMXBs son entonces fuentes transitorias
que pasan de un periodo de inactividad, usualmente llamado quiescent, a atravesar distin-
tos estadios espectro-temporales durante una erupcion, o outburst. Es esperable que estos
estadios estén conectados con cambios en la tasa de acrecion del BH debido a que la mayor

parte de la energia se produce a partir de dicho proceso. Para estudiar estas transiciones,
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Figura 1.5: Panel izquierdo: diagrama dureza-intensidad tomado de Alabarta et al. (2021). Se
indican los diferentes estados espectrales de acuerdo a la posicién en el diagrama. Se observan
erupciones completas, en gris, y transiciones fallidas (FT), en rojo y azul. Las FT rojas son aquellas
fuentes que abandonan el LHS pero no alcanzan el HSS, mientras que las azules son las que
permanecen siempre en el LHS. Panel superior derecho: espectros de energia correspondientes a las
distintas etapas o estados de la erupcién. Figura adaptada de Alabarta et al. (2020). En particular,
se indica con rojo el espectro para el HSS y en azul para el LHS. Panel inferior derecho: diagrama
esquematico de la relacién de tamanos entre disco y corona de acuerdo a cuél es la componente

dominante en cada estado. (Créditos a Federico Garcia).
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es usual construir un diagrama, llamado de dureza-intensidad (HID®), donde se indica
la intensidad de la fuente en las ordenadas, y su dureza en las abscisas. La dureza es el
cociente de las cuentas obtenidas en un rango de energias altas (duro) respecto de uno de
energias bajas (blando), pesando asi las contribuciones relativas de los distintos procesos
radiativos asociados. El ancho de estos rangos depende de la fuente, y del instrumento
utilizado. En el panel izquierdo de la Fig. 1.5 presentamos un HID donde la dureza se cal-
cula utilizando los rangos de energias duro de 16-20 keV y blando de 2-6 keV. Como es
claro para el camino de puntos grises, durante una erupcion la fuente describe en el HID
una forma de q, recorrida en sentido antihorario. Al iniciar el ciclo, la fuente se encuentra
en un estado duro (LHS") donde su luminosidad es baja y su espectro de energia alcanza
altas energias, dominado por Comptonizacion. A medida que la erupcion se desarrolla,
la fuente sigue un camino casi vertical en el HID, aumentando su intensidad y apenas
decreciendo su dureza. Eventualmente, la fuente sufre una transicién hacia estados inter-
medios, duro y blando (HIMS y SIMS®) donde, a una intensidad esencialmente constante,
el espectro se suaviza hasta que la fuente alcanza el estado blando (HSS"), cuyo espectro
se corta a energias mds bajas que en el estado duro, pasando a estar dominado por la
emision del disco de acrecidn. En este estado, la intensidad decrece mientras la dureza
permanece mds o menos constante. Finalmente, la fuente regresa al LHS completando la
g, y volviendo asi a un nuevo periodo de inactividad. En el HID presentado en la Fig. 1.5
se observan caminos de color que indican transiciones fallidas (FT'), donde la fuente no
logra atravesar todos los estadios que mencionamos, cerrando su ciclo con un recorrido
mas corto.

En el panel derecho de la Fig 1.5, se presentan espectros de energias para los diferen-
tes estadios de la erupcién y la geometria de la fuente que se espera para el HSS y el LHS.
En el HSS, el espectro es blando y estd dominado por la emisién del disco. Se cree que
el disco tiene su radio interno muy cerca del BH y que la region de Comptonizacion es
muy pequefia. En cambio, en el LHS el espectro es duro y estd dominado por la corona. Se
espera un disco muy truncado y una regién de Comptonizacién muy extendida, aunque
existe un largo debate en la comunidad acerca de la naturaleza del disco en este esta-

dio(Garcia et al. 2015; Basak & Zdziarski 2016). En el HSS, la fuente es bastante estable,

5Del inglés, hardness-intensity diagram.

"Del inglés, low-hard state.

8Del inglés, hard-intermediate y soft-intermediate state.
9Del inglés, high-soft state

ODel inglés, failed transition.
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mientras que en el LHS presenta una gran variabilidad. Esto motiva a pensar a que dicha
variabilidad estd asociada a la corona, ya que es quien domina el espectro en ese estado.
Las LMXBs presentan alta variabilidad en un amplio rango de escalas temporales, des-
de decenas de milisegundos hasta afos. El andlisis de esta variabilidad es fundamental,
pues provee informacion clave para el entendimiento del proceso de acreciéon en estos

objetos.

1.2. Curvas de luz y espectros de potencias

A diferencia de lo que ocurre en el estudio de diferentes longitudes de onda donde
los instrumentos miden flujos integrados, los detectores de rayos X miden fotones indivi-
duales. Esto se debe a que los fotones de rayos X tienen energias relativamente grandes,
E > 0.1 keV, pero con flujos relativamente bajos de modo que son fdciles de detectar y de
contar. Como consecuencia, se construye una lista de eventos detallada con varios atribu-
tos como la posicién a la que lleg6 el fotdn al detector, la energia y el tiempo de arribo,
entre otras. A partir de esta lista de eventos, se puede llevar a cabo un estudio detallado
de fuentes emisoras en estas longitudes de onda.

Antes de cualquier analisis, es necesario calibrar los datos y realizar un filtrado des-
cartando los intervalos de tiempo en los cuales la emision del fondo haya sido alta y los
eventos que hayan ocurrido durante el periodo de lectura del detector, comtinmente lla-
mados out-of-time events. Ademas, si se estudian fuentes muy brillantes, se debe tener en
cuenta el efecto de pile-up que genera una pérdida en la lectura de fotones: al impactar
mas de un fotén en un mismo pixel durante un ciclo de lectura puede ocurrir que se de-
tecten como un sélo fotén en vez de varios o que directamente la suma de las energias
supere el limite del rango operativo del telescopio de modo que no pueda leerse. El pile-
up también produce distorsiones en las energias de los fotones y en la distribucion de los
patrones obtenidos.

El punto de partida de cualquier andlisis espectro-temporal en la astronomia de rayos
X es la construccion de la curva de luz, es decir, cuentas (numero de fotones acumulados)
por segundo. La mayoria de las fuentes de rayos X son intrinsecamente variables en es-
calas de tiempo desde milisegundos hasta afios pero, como las curvas de luz suelen ser
ruidosas, resulta dificil identificar las sefiales sobre el ruido. La forma usual de estudiar
la variabilidad es construir el espectro de potencias utilizando la transformada de Fourier.

De esta forma, se descompone la curva de luz en una suma de sinusoides con frecuencias
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Figura 1.6: Figura tomada de Ingram & Motta (2019), en el panel izquierdo se muestran curvas
de luz y en el derecho sus correspondientes espectros de potencias. En el panel superior se muestra
una curva de luz periédica cuyo PDS consiste en dos funciones d, que se muestran en linea negra.
En el segundo y tercer panel se introducen, respectivamente, modulaciones de frecuencia y de
amplitud, es decir, en la primera la amplitud se toma constante y en la segunda la frecuencia.
Estas modulaciones llevan cada una a dos armoénicos en el PDS. En los dos paneles inferiores, se
muestran curvas de luz estocéasticas y vemos que sus PDSs coinciden con los obtenidos para las

modulaciones de frecuencia y de amplitud.

desde fiin hasta fxyq. La frecuencia de Nyquist fyyq es la mitad de la tasa de muestreo
de un sistema de procesamiento de una sefial. Es decir, si tenemos una curva de luz de
longitud temporal T con N muestras y valores x; (k= 0,..,N — 1), entonces fxyq = N/2T,

fmin = 1/T y los coeficientes de Fourier son:
aj = Zxk exp(2mijk/N) (1.2)
k

donde j = —N/2,...,N/2 — 1 (van der Klis 1989; Smith et al. 2011). Para computar la
transformada de Fourier se utiliza el algoritmo Fast Fourier Transform (FFT), que para ser
mas eficiente requiere que N sea una potencia de 2.

Normalizando adecuadamente el producto de la transformada de Fourier X (v) de una
curva de luz x(¢) por su compleja conjugada, X*(v), se obtiene la densidad de potencia. El
gréafico de esta cantidad real en funcién de la frecuencia es lo que se denomina espectro
de potencias (PDS'!) e indica la cantidad de flujo que estd variando para cada frecuencia

y si existe periodicidad de alguna sefal. En la Fig. 1.6, se presentan curvas de luz y sus

"Del inglés, power-density spectrum.
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respectivos PDSs. En particular, en el panel superior derecho se observa la curva de luz de
una sefal periddica y notamos que su espectro de potencias consiste en dos funciones §.

Es importante remarcar que el incremento del tiempo de integraciéon de la curva de
luz no reduce el ruido del PDS sino que solo reduce la f,;, y distribuye el ruido en un
rango de frecuencias mas amplio. Para reducir el ruido se suele dividir la curva de luz en
segmentos, se calcula el espectro de potencias para cada uno de ellos y luego se realiza
un promedio. Esto genera una reduccién del error en un factor igual a la raiz cuadrada
del numero de segmentos. Al dividir la curva de luz, podemos estudiar la variaciéon del
espectro de potencias en el tiempo.

Con una normalizacién adecuada del espectro de potencias, puede obtenerse una me-
dida de la variabilidad de la curva de luz integrando el PDS respecto de la frecuencia. Esta
cantidad es la que se conoce como media cuadrdtica fraccional (rms'? fraccional, Smith
et al. 2011).

Por otro lado, pueden extraerse curvas de luz para diferentes bandas de energia y a ca-
da una de ellas calcularle su transformada de Fourier. Las curvas de luz serdn similares en-
tre si pero posiblemente estardn desfasadas las unas respecto las otras. Luego, si X (v, E;)
y X (v, E2) son las transformadas de las curvas de luz x(z,E1) y x(¢, E;) tomadas para las
energias E; y E,, respectivamente, puede calcularse el espectro cruzado. Este ultimo se
obtiene de graficar en funcién de la frecuencia el producto de X (v, E2) con X*(v, E). Esta
es una cantidad compleja y como tal, tendra una fase que sera el desfasaje entre las curvas
de luz de distinta energia. Al dividir por la frecuencia angular asociada, la diferencia de
fase se traduce en un retardo temporal.

Se suele obtener el espectro de potencias cruzado para varias bandas de energia res-
pecto de una de referencia, que se elige arbitrariamente, y se calculan los retardos tempo-
rales asociados para cada uno de ellos. Si se tiene un retardo positivo, los fotones de esa
banda de energia llegan mas tarde que los de referencia, mientras que si es negativo, es
al revés. Se habla de retardos duros si los fotones mas energéticos se retrasan respecto de

los menos energéticos y de retardos blandos si ocurre lo opuesto.

1.3. El espectro de potencias de las LM XBs: QPOs

El espectro de potencias de las LMXBs suele presentar una componente de ruido de

banda ancha y, sobre ésta, componentes angostas llamadas oscilaciones cuasi-periédicas

12Del inglés, root mean square.
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(QPOs'?) en frecuencias caracteristicas. Las QPOs corresponden a variabilidad en la curva
de luz de rayos X en escalas de tiempo bien definidas y proveen informacion de las regiones
mas internas del flujo de acreciéon (Ingram & Motta 2019). De esta forma, su estudio
resulta fundamental para entender las propiedades geométricas y los procesos fisicos que
ocurren en las zonas mas cercanas al objeto compacto. Una QPO esta caracterizada por
una frecuencia central, v, el ancho a mitad de altura, FWHM'*, su amplitud y el retardo
en la fase dependientes de la energia (Belloni et al. 2005; Casella et al. 2005).

En las BH LMXBs se observan QPOs de baja frecuencia en el rango de 0.1 — 30 Hz,
que pueden clasificarse en 3 tipos, A, B y C, de acuerdo a su fuerza, factor de calidad,
0 = (vop/FWHM), su amplitud rms fraccional, las propiedades que subyacen la compo-
nente de ruido de banda ancha en el PDS, y el estado espectral de la fuente. Las QPO de
baja frecuencia de tipo A son picos anchos con frecuencias centrales en torno a 8 Hz y
variabilidad débil; tienen un factor de calidad Q < 3 y aparecen en el HSS. Las QPOs de
tipo B son mads angostas que las de tipo A y tienen frecuencias centrales en torno a 6 Hz
con Q > 6: presentan variabilidad relativamente baja de aproximadamente 4 % y se en-
cuentran en el SIMS donde el espectro es dominado por la componente blanda. Las QPO
de tipo C son muy angostas y pronunciadas con frecuencias centrales entre 0.1 y 30 Hz;
tienen un Q > 10 y son muy frecuentes en el LHS y HIMS, donde el espectro es dominado
por la componente dura.

En lugar de calcular el rms fraccional de la QPO integrando en todo el rango de
energias, puede integrarse en bandas angostas y obtener su valor como funcién de la
energia. El rms fraccional dependiente de la energia permite determinar qué parte del
espectro de energia es mas variable a la frecuencia de la QPO vy, por lo tanto, predecir en
qué region de la fuente se produce la variabilidad.

Para las QPOs presentes en LMXBs, la variabilidad aumenta con la energia alcanzando
un 20-30 % en torno a ~30 keV. A estas energias, la contribucion de la componente blanda
al espectro de rayos X es despreciable, por lo tanto, el disco de acrecién por si solo no pue-
de explicar el comportamiento de la amplitud rms. Recientemente se pudo observar que
la reflexién tampoco puede explicar el espectro rms de una QPO detectada a ~200 keV en
MAXI J1820+070 (Ma et al. 2020), pues si bien la reflexion alcanza su maximo en torno a
~20 keV, decae a energias mds altas de modo que es imposible reproducir la variabilidad

observada entre 150 y 300 keV. Luego, la tnica explicacién posible para esta alta amplitud

Del inglés quasi-periodic oscillations.
MDel inglés full width half mazimum.
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Figura 1.7: Figura tomada de Ingram et al. (2009). Se observa en gris una estructura toroidal
precesando respecto del momento angular del BH. El disco se mantiene alineado con la componente

estelar que cede la materia acretada.

rms de las QPOs a muy altas energias es que la corona sea la que lidera la variabilidad, ya
sea produciéndola directamente o amplificando las oscilaciones producidas en el disco a
diferentes bandas de energia.

El proceso IC naturalmente conduce a retardos duros: los fotones mas energéticos son
aquellos que sufrieron mas procesos de dispersion y, por lo tanto, tuvieron que recorrer
un camino mas largo dentro de la corona por lo que escapan mas tarde de ella (Miyamoto
et al. 1988). Por otro lado, el mecanismo de retroalimentacion produce retardos blandos:
los fotones dispersados en la corona regresan al disco y son re-emitidos a menores energias

en un tiempo posterior (Lee et al. 2001a).

1.3.1. Modelos geométricos para QPOs

Si se tiene una masa de prueba orbitando un BH rotante en una 6rbita circular pequefia
ligeramente perturbada respecto del plano ecuatorial del BH, las frecuencias angulares
epiciclicas orbital, radial y vertical seran distintas entre ellas considerando la métrica de
Kerr (Ingram & Motta 2019). El hecho de que las frecuencias angulares orbital y radial
no coincidan genera una precesion del periastro, es decir, una rotacién del semieje mayor
de la érbita con una frecuencia igual a la diferencia entre esas dos. Por otro lado, como
las frecuencias orbital y vertical son distintas, se produce un tambaleo vertical de la érbita
desalineada respecto del plano ecuatorial del BH. Esto es lo que se conoce como prece-
sién de Lense-Thirring (Lense & Thirring 1918, LTP'®), donde la frecuencia angular del
movimiento es igual a la diferencia entre las frecuencias orbital y vertical.

Si se considera un disco inicialmente inclinado respecto del plano ecuatorial de un BH

5 Y — ;
5Del inglés, Lense-Thirring precession.
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rotante, debido a la LTP, el disco se verd deformado. La deformacién se propagara en el
disco por ondas de presiéon desde el interior hasta un cierto radio donde otros efectos seran
mas relevantes. Fragile & Anninos (2005) realizaron simulaciones magnetohidrodindmi-
cas en Relatividad General para estudiar si el movimiento de los anillos mas internos del
disco podria modelarse como la precesion de un cuerpo rigido. Este movimiento podria
generar una sefial cuasi-periddica en la curva de luz. En Ingram et al. (2009) estudiaron la
precesion de un toroide encerrado por un disco de acrecion en torno a un BH. En la Fig. 1.7
se observa un diagrama de la configuracion que consideraron. Suponiendo la existencia de
esta estructura toroidal que precesa y emite fotones altamente energéticos, Ingram et al.

(2009) logran explicar cualitativamente la variabilidad observada en las curvas de luz.

1.3.2. Modelos de Comptonizacién dependiente del tiempo para QPOs

Llamamos Comptonizacion al mecanismo mediante el cual fotones son dispersados ha-
cia mayores energias a través de sucesivas colisiones con electrones altamente energéticos
que le transfieren energia por el proceso Compton inverso.

Como mencionamos en la Seccion 1.3, el hecho de que la amplitud de variabilidad o
rms de las QPOs crezca con la energia, presentando valores de 10-20 % en el rango de 10
a 100 keV, donde el espectro de estas fuentes estd dominado por la Comptonizacion, nos
sugiere que dicho proceso radiativo deberia a su vez dominar la variabilidad y por ende
ser capaz de explicar la dependencia con la energia tanto de los rms fraccionales como
de los retardos relativos asociados a estas QPOs. La modelizacién y comprension de estas
caracteristicas observables asociadas a estos fendmenos resulta de gran importancia para
obtener informacién de las propiedades fisicas y geométricas del flujo de acrecion.

La ecuacidn que permite describir la evolucidon temporal del espectro de una poblaciéon
de fotones que son dispersados multiples veces al atravesar un plasma con electrones
caliente es la ecuacion de Kompaneets (1957). Siguiendo a Katz (1987), la ecuacion puede

escribirse de la siguiente manera:

Gy =l G ) t

donde n es la densidad numérica de fotones, y el parametro Compton, definido como

kT,
y= tm—;necrc, (1.4)

e
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con k la constante de Boltzmann, 7, la temperatura del plasma con electrones, m, la masa
del electrén, c la velocidad de la luz, n, la densidad numérica de electrones, o7 la seccién
eficaz de Thompson y ¢ el tiempo. La variable x es una cantidad adimensional, asociada a

la energia de los fotones, y se define como

hv
= — 1.

donde hv es la energia del foton y k7, la temperatura de los electrones. La ecuacion de
Kompaneets puede aplicarse en el régimen no relativista, es decir que kT, < m.c®> y hv <
kT,, suponiendo que las densidades de fotones y de electrones son isotrdpicas y que no
hay movimiento en bloque de los electrones dentro del plasma.

El primer término del lado derecho de la Ec. 1.3 corresponde a la difusién en energia
de los fotones. El segundo término es de retroceso, en la literatura recoil, que implica la
falta de uniformidad que tendré la distribuciéon de probabilidad en la direccién y en la
energia del fotén saliente debido a la velocidad con la que incide el electrén. El tltimo
término, que es no lineal, describe el efecto de la dispersion Compton inducida: cuantos
mas fotones de una cierta energia haya, mas probable sera que fotones de distinta energia
sean dispersados hacia esa energia. Al igual que en Lee & Miller (1998), en este trabajo
despreciaremos los efectos de la dispersién inducida.

De la ecuacién de Kompaneets vemos que en el proceso de Comptonizacion no se
crean ni destruyen fotones, sino que se redistribuyen en energia. Esta ecuacion admite una
solucion de equilibrio: en el caso no lineal, es decir, considerando dispersion inducida, es
la distribucién de Bose-Einstein; en el caso lineal es la distribucion de Wien (Shirk 2006).

Varios trabajos propusieron que las propiedades radiativas de la variabilidad en NS
LMXBs se deben a la oscilacién de propiedades termodinamicas de la corona o de la fuente
de fotones blandos (Lee & Miller 1998; Lee et al. 2001b; Kumar & Misra 2014a). Recien-
temente, Karpouzas et al. (2020) presentaron un modelo numérico de Comptonizacién
dependiente del tiempo que explica los espectros de rms y retardos de QPOs en NS LMXBs.
Si bien este modelo fue originalmente desarrollado para explicar QPOs presentes en NS
LMXBs, también fue aplicado satisfactoriamente a QPOs de baja frecuencia presentes en
BH LMXBs. En los trabajos Karpouzas et al. (2021); Méndez et al. (2022); Garcia et al.
(2022) utilizaron dicho modelo para explicar QPOs de tipo C presentes en GRS 1915+105.
Ademads, en Garcia et al. (2021) los autores aplicaron el modelo para explicar una QPO
de tipo B detectada en la BH LMXB MAXI J1348-630. Para obtener un buen ajuste de los

espectros de rms y retardos, Garcia et al. (2021) consideraron no una sino dos regiones
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de Comptonizacion independientes pero fisicamente acopladas. De manera similar, pero
considerando tnicamente el modelado de espectros estacionarios, Zdziarski et al. (2021)
encontraron que al menos dos regiones de Comptonizacion diferentes son necesarias para
ajustar el espectro de MAXI J1820+070.

En las NS LMXBs, la superficie de la estrella de neutrones es quien emite los fotones
blandos que se inyectan en la corona y, por lo tanto, es razonable modelar la emisién
como un cuerpo negro esférico, como lo hacen Karpouzas et al. (2020). Esta suposi-
cién deja de ser apropiada para el caso de las BH LMXBs, donde la fuente de fotones
blandos es el disco de acrecion. En esta tesis, construiremos entonces un modelo, basa-
do en Karpouzas et al. (2020), donde consideraremos el espectro de emisién de fotones
blandos como un cuerpo negro multi-temperatura (diskbb, Mitsuda et al. 1984). Este
modelo fue publicado recientemente en la revista Monthly Notices of the Royal Astro-
nomical Society (volumen 515, pdgina 2099) bajo el titulo vKompth: a variable Compto-
nization model for low-frequency quasi-periodic oscillations in black hole X-ray binaries
(Bellavita et al. 2022) y fue posteriormente aplicado en algunos trabajos como Zhang
et al. (2022); Rawat et al. (2023); Peirano et al. (2023). El cédigo que desarrollamos
es publico y de acceso libre, y puede encontrarse y descargarse del repositorio GitHub:

https://github.com/candebellavita/vkompth.

1.4. Instrumentos de rayos X

La mision histdrica para llevar adelante estudios temporales de fuentes de rayos X
fue Rossi X-ray Timing Explorer (RXTE). Este satélite fue lanzado por la Agencia Espacial
Estadounidense (NASA) en 1995 vy, si bien originalmente fue disefiado para funcionar
por un bienio, se mantuvo operativo durante 16 afios hasta que fue dado de baja en
2012. RXTE conté con una resolucién espectral moderada y una resolucién temporal sin
precedentes que fue clave para el estudio de la variabilidad de las fuentes de rayos X. Este
satélite cubria escalas temporales desde microsegundos hasta meses en un rango espectral
de 2 a 250 keV.

En 2017 se puso en funcionamiento el telescopio Neutron Star Interior Composition
ExploreR (NICER) abordo de la Estacién Espacial Internacional (ISS'®). Este instrumento
se utiliza actualmente para realizar estudios temporales de fuentes de rayos X, trabajando

en la banda de rayos X blandos, de 0.2 a 12 keV. NICER proporciona mejoras del orden

6Del inglés, International Space Station.
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Figura 1.8: El instrumento NICER

Imagen del instrumento NICER abordo de la Estaciéon Espacial Internacional (ISS).

de magnitud en resolucién temporal, de energia y sensibilidad respecto de RXTE. En la

Fig. 1.8 se observa una fotografia de NICER abordo de la ISS.

En 2009 la Agencia Japonesa de Exploracién Aeroespacial puso en funcionamiento
el telescopio Monitor of All-sky X-ray Image (MAXI) abordo de la ISS. Este instrumento
realiza un monitoreo total del cielo cada 92 minutos, que es el periodo orbital de la ISS. Los
principales objetivos de MA XTI consisten en la deteccién temprana de eventos de rayos X
transitorios y el monitoreo de la fluctuacién en intensidad de fuentes de rayos X conocidas

durante largos periodos de tiempo.

En esta tesis, utilizamos observaciones realizadas por NICER de la fuente MAXI J1348-
630. Se trata de una BH LMXB descubierta por el instrumento MA X/ durante una erup-
cién el 26 de Enero de 2019 (Yatabe et al. 2019; Tominaga et al. 2020). A lo largo de la
erupcidn, la fuente experimentd una transicion del LHS al HSS. Dicha transicion fue minu-
ciosamente observada por NICER (Gendreau et al. 2012) y en ella se detecté una fuerte
QPO de tipo B a una frecuencia vy ~ 4.45 Hz cuyas propiedades, dadas por sus amplitudes
rms y retardos, fueron obtenidas por Belloni et al. (2020), en el rango de energia de 0.75

a 10 keV.
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1.5. Objetivos de la tesis

Dado que la emisién en rayos X de las LMXBs estd principalmente dominada por el
proceso de Comptonizacion inversa, en este trabajo proponemos que este mecanismo ra-
diativo es el responsable del espectro de variabilidad asociado a las QPOs. Por lo tanto,
desarrollamos un modelo de Comptonizacion inversa variable en el tiempo que permita
explicar las propiedades espectro-temporales de las QPOs de baja frecuencia presentes en
BH LMXBs.

Con este propdsito, nos basamos en Karpouzas et al. (2020) para construir un mo-
delo capaz de predecir la dependencia con la energia de las amplitudes rms fraccional y
de los retardos asociados a las QPOs de baja frecuencia en BH LMXBs. Como primer pa-
so, buscamos optimizar el cddigo de forma de tornarlo computacionalmente viable para
implementarlo como modelo local en XSPEC, paquete de andlisis espectral de datos de
rayos-X. De esta forma, permitimos su difusién en la comunidad cientifica para su directa
aplicacién al ajuste de datos observacionales. Luego, buscando que el modelo fuera mas
realista para la descripcién de una BH LMXB, donde un disco de acrecion es el que emite
los fotones que seran posteriormente Comptonizados, modificamos el espectro de emisién
de fotones blandos propuesto por Karpouzas et al. (2020). Ademas, nos propusimos estu-
diar el impacto de los distintos parametros fisicos del modelo en el comportamiento de los
espectros de rms y de retardos que éste predice.

Por otro lado, con el objetivo de poner a prueba el modelo, lo aplicamos a una QPO de
tipo B presente en MAXI J1348-630, que ha sido previamente estudiada por Garcia et al.
(2021), donde los autores utilizaron el modelo de Karpouzas et al. (2020) para ajustar sus
propiedades espectro-temporales. Finalmente, como en Garcia et al. (2021), intentamos
extender el modelo a una corona de dos capas, de modo de considerar dos regiones de

Comptonizacion en lugar de una.



Capitulo 2

Modelo de Comptonizacién
variable para QPOs de baja
frecuencia en BH LMXBs

Basados en el trabajo de Karpouzas et al. (2020), hemos desarrollado un modelo de-
pendiente del tiempo llamado vkompth que describe tanto el espectro estacionario como el
espectro variable asociado a QPOs, dado este ultimo por los rms y retardos dependientes
de la energia. Esta version del modelo fue orientada a LMXBs donde el objeto compac-
to es un agujero negro. En este capitulo daremos una descripcién completa del modelo,

ecuaciones asociadas, y su solucién numérica.

2.1. Hipdtesis y ecuaciones del modelo

En la Fig. 2.1 presentamos un esquema del sistema fisico. Consideramos un disco de
acrecion geométricamente delgado y dpticamente grueso, caracterizado por una tempera-
tura 7; en el radio mas interno del disco, ay. Este disco inyecta fotones a una tasa g, por
unidad de volumen y unidad de tiempo en un plasma con electrones caliente que llama-
remos corona. Modelamos la corona como un plasma homogéneo con simetria esférica de
tamafio L y temperatura 7,. Los electrones que la componen estan distribuidos uniforme-
mente con densidad numérica n.. Los fotones que ingresan a la corona con una energia
E, son dispersados multiples veces por efecto Compton inverso, proceso mediante el cual

los electrones le transfieren energia a los fotones. Como el medio es finito, luego de varias

19
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Figura 2.1: Esquema del sistema fisico. BH en el centro, en naranja el disco de acrecién de radio
interno as y temperatura Ty, en azul la corona de tamano L, temperatura 7, y profundidad éptica

7. El pardmetro 7 caracteriza la retroalimentacién.

dispersiones, los fotones escapan del medio con una energia en promedio E’ > E a una
tasa riesc. por unidad de volumen y por unidad de tiempo. Ademas, consideramos la retro-
alimentacién o feedback, proceso por el cual una fraccidn de los fotones dispersados en la
corona regresa a la fuente de fotones blandos, donde son reprocesados y posteriormente
reemitidos. Definimos la cantidad 7, como la fraccion de flujo de la corona que vuelve a

incidir sobre el disco.

Bajo estas hipdtesis, podemos describir la evolucién del espectro de fotones depen-
diente del tiempo, ny, a través de la ecuacién de Kompaneets (Kompaneets 1957), que

tiene en cuenta multiples dispersiones IC:

(o 19
“ ot  my?dE

d . :
(= KT.Eny + E?ny + kTeﬁ(EQny)) Flegy — foftese + (2.1)

donde m, es la masa en reposo del electrdn, ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, k es la
constante de Boltzmann, y #. = L/c7r es la escala de tiempo de colisién de Thomson con
71 la profundidad dptica de Thompson que, bajo la suposicién de una corona esférica y

uniforme, estd dada por v = orn.L, donde o es la seccién eficaz de Thompson.

La emisién del disco la modelamos como un cuerpo negro multi-temperatura (diskbb,
Mitsuda et al. 1984), que viene dado por dos pardmetros: su radio mds interno, ay, y la
temperatura en ese radio, k7. Por construccion, el flujo integrado de este modelo es igual
al producido por un cuerpo negro esférico de radio a; y temperatura k7;. De esta forma,

podemos escribir la tasa de inyecciéon como:
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3a2 21
ey = f ]( DiskBB(E, kT,
sy [(ar +L)3 —a?c] B2 (E, S)) ’

(2.2)
donde % es la constante de Planck.

Un fotdn, luego de ser inyectado en la corona, sufre un nimero N de dispersiones an-
tes de abandonar el medio. Si suponemos que cada dispersion es un evento independiente,
podemos asignar la probabilidad de escape por dispersidén Pos. = 1/Negc. Para calcular N
y la tasa de escape 7.5, Nos basamos en el trabajo de Lightman & Zdziarski (1987), donde
los autores resuelven la ecuacion de difusién espacial teniendo en cuenta que la densidad
numérica de fotones con energia entre E y E + dE en un cierto instante ¢ es ny(E,t). De

este modo, tenemos que el numero de dispersiones Nes. viene dado por:

Newe = 7 (14 S in(E)F(E)). (23)
donde
1 if E <0.1mec?
FE) = (1=5£2)/09 if 0.1mec? <E < myc? (2.4)
0 if E > myc?

y la profundidad éptica de Klein Nishina

KN(E) = TTO—E:(E) (2.5)

con okn la seccion eficaz de Klein Nishina. La tasa de escape de fotones la calculamos
multiplicando n,(E, ) por la probabilidad de escape por unidad de tiempo, entonces
) ctrny(t,E)  ny(t,E)
Resc = = . (2.6)
LNesc Z’CIVQSC
Si bien los electrones de la corona son calientes, no son relativistas (i.e. kT, < m.c?),

entonces para los calculos de dispersion podriamos usar la seccion eficaz de Thompson.
Sin embargo, para preservar la generalidad con el resto de la literatura donde se conside-
ran correcciones relativistas, usaremos la seccién eficaz de Klein Nishina. Destacamos que
de utilizar o obtendriamos los mismos resultados que presentaremos en esta tesis ya que
trabajamos esencialmente a bajas energias.

Al igual que Karpouzas et al. (2020), modelamos la QPO como una pequefia oscilacién
armonica del espectro, a la frecuencia vqpo, en torno al promedio temporal, ny. Este ulti-

mo se obtiene de hallar la solucién estacionaria (SSS') imponiendo agf’ =0enlakEc. 2.1.

'Del inglés, steady state solution.
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La perturbacién puede ser el resultado de la variaciéon de cualquiera de las cantidades fisi-
cas involucradas en la ecuacion de Kompaneets y el espectro variable en el tiempo puede
escribirse como ny = ny(1 + Snye "), donde @ = 27vqpo ¥y 6ny son la frecuencia angu-
lar y la amplitud fraccional compleja dependiente del tiempo de la QPO, respectivamente.

ony es una funcién de la energia que puede vincularse directamente con los observables

Im(Sny)
Re(0ny)

rms y retardos de la QPO dependientes de la energia.

de la QPO: los valores de |dny| y de arctan ( ) son, respectivamente, las amplitudes

En las fuentes que consideramos, a pesar de los multiples procesos de dispersion,
no se observa una disminucion significativa de la temperatura de la corona, sino que
se observa consistentemente la presencia de un espectro estacionario subyacente para el
cual kT, es esencialmente constante. Proponemos entonces la existencia de una tasa de
calor externa, H.y, que permitiria explicar dicho comportamiento, y que dltimamente
seria aportada por la conversidon de energia gravitatoria en energia térmica de los elec-
trones, producto del proceso de acrecion. Esta tasa de calor externa oscila en el tiempo,
Hext = Hexto(1 + 8Hexre @), generando que la temperatura de la corona también se vea
perturbada segin T, = Tyo(1 + 8T.e®"). Suponemos que esta variacion de T, es la res-
ponsable de las fluctuaciones del espectro, i.e., de la QPO. Como también consideramos
el proceso de retroalimentacion, supondremos que los fotones que regresan al disco ha-
biendo sido dispersados a energias mds altas, generan una oscilacién en la temperatura
del mismo. Es decir, la temperatura de la fuente de fotones blandos también es variable
en el tiempo y podemos expresarla como T = Ty(1 + §T.e~'®"). Notamos que las tres can-
tidades, 87, 8Hey, y 8T, son adimensionales y complejas, lo que naturalmente permite
introducir los retardos entre las variaciones armoénicas de cada una de dichas cantidades

fisicas.

2.2. Esquema numérico

Para resolver las ecuaciones involucradas en este trabajo, empleamos el método de
diferencias finitas: un método numérico para resolver ecuaciones diferenciales con con-
diciones de contorno que se caracteriza por ser muy estable. Consiste en aproximar las
derivadas por las férmulas de diferencias finitas en una grilla de puntos discreta, trans-
formando la ecuacién diferencial en un sistema de ecuaciones algebrdico. Entonces, si
estamos trabajando en un intervalo [a,b], definimos una grilla de n puntos con un paso

h, que puede o no ser constante, y expresamos las derivadas primeras y segundas de una
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funcién y usando las formulas de diferencia centradas:

dy _ yiy1 Vi1

2.
dt 2h (2.7)

d*y _ Vet 20+ Yiea (2.8)
dr? h? '
Para poder trabajar con una ecuacién adimensional, introducimos los cambios de va-

riables x = E/kT, y N = ny/n., con n, = %’% En Karpouzas et al. (2020), la

solucién numérica, n,y, se calculé utilizando una grilla de energias linealmente equiespa-

ciada. Pero como el rango de energia de los fotones que nos interesa cubre varios 6rdenes
de magnitud, por propdsitos numeéricos, en esta tesis proponemos utilizar, en cambio, una
grilla logaritmicamente equiespaciada. Este cambio introducido en el esquema de resolu-
cion lleva a una gran reduccién en el tiempo computacional del codigo, que es proporcio-
nal a M?, con M el niimero de puntos de la grilla. Obtenemos una muestra razonable de la
grilla de energia —e incluso mejor que en el caso lineal para bajas energias, para las cua-
les estamos mayormente interesados— usando 10 veces menos puntos que la grilla lineal;
esto reduce el tiempo computacional en un factor 100. Con este objetivo, introducimos el
cambio de variable u = log(x) en la Eq. (2.1).

Comenzaremos por plantear el caso estacionario, donde ny es tal que ag—f = 0, de

modo que la Ec.2.1 se reduce a:

d’?N  dN

Ty (e - 1) + N(2 — 2" 4 c9) = —f(e", kT;)e* | (2.9)
con ¢y = WCQ(&,) Al aproximar las derivadas de N con diferencias finitas, la Ec. 2.9
resulta:

. 1 1 : 2 : 1 1
-1 _=- = o ui jl__“ uj j+1 [ - P/
N (6u2 550 (e 1)) +N ( 5.2 2+ 2e C2> +N (5u2 * 554 (e 1))

-~

L(uj) D(uj) U(u;)

= —f(e",kT;) &2,
| S ——
C(Llj)
(2.10)
donde j =1,2,...,M — 1, siendo M el numero de puntos en la grilla y du el paso logaritmi-
co. Tenemos asi un sistema de ecuaciones, donde la matriz del sistema es tridiagonal,

siendo L la subdiagonal, D la diagonal y U la supradiagonal, e imponemos en los bordes

la condicién N° = NM = (.
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El método mas clasico para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales es la elimi-
nacién Gaussiana que consiste en dos etapas: (i) la aplicacién de operaciones elementales
por filas para llevar el sistema a uno equivalente con una matriz de coeficientes triangular
superior y (ii) la solucion de este sistema equivalente a través de las relaciones de recu-
rrencia utilizando sustitucién hacia atras. Para resolver la Ec. 2.10, utilizamos la subrutina
dgtsv ? de la bibliotéca de software estandar de dlgebra lineal numérica, LAPACK, que re-
suelve un sistema de ecuaciones de la forma A - x = b, donde A es una matriz tridiagonal,
mediante eliminacion Gaussiana. El espectro estacionario que se obtiene como solucion es
esencialmente idéntico al espectro de continuo calculado por nthcomp, s6lo que se utiliza

un método diferente para resolver la misma ecuacién diferencial.

Una vez resuelto el problema estacionario, estamos en condiciones de resolver la
Ec. 2.1. Como primer paso, introducimos en la ecuacion las expresiones para ny, Ty y
T,, que son de la forma g = go(1+ 8ge~'®"), con g amplitud compleja, usamos los mismos

cambios de variables que definimos previamente para el caso estacionario e introducimos

omete.c?

la cantidad c5 = m

. Trabajando a primer orden, resulta:

d*8n, dény 2dNdény 1
- —— — —f(e", kTy)é jic50
du? du (e ) N du du Nf(e7 0)8ny + icsdny

1dN 1d°N 1 T df(e" kTy)
=0T, (2+ 50 - 50 ) — ST e
Pt Ndu T N "N (To)? KTy i,

(2.11)

donde las cantidades 87, y 07 se obtienen de la primera ley de la termodindmica y de la
luminosidad de la fuente emisora de fotones, respectivamente.
Siguiendo el razonamiento y la formulacién de Kumar & Misra (2014b), y usando la

primera ley de la termodindmica, escribimos:

T, . .
g aat — Hou— < AE> | (2.12)

donde < AE > es la variacién temporal del trabajo producido por particula en un gas
ideal, en este caso los electrones en el medio, H.y; es el calor ofrecido al sistema por unidad
de tiempo por particula, y 5k(dT,/dt) es el cambio en la energfa interna por particula por
unidad de tiempo. El término < AE > para el proceso de Comptonizacién es la tasa de

enfriamiento Compton por particula y esta dada por:

Zhttps://netlib.org/lapack/explore-html/d4/d62/group__double_g_tsolve.html
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Emax
. E
< AE >= / (4kT, — E)
meC

Emin

, (2.13)

donde Epin ¥ Emax son limites arbitrarios. Reemplazando con las expresiones de T,, n, y
Heyi, usando los cambios de variables E = xkT,o y ny = Nn. y despreciando términos de

segundo orden obtenemos:

(kTeO)Snc

*iiwkTeO5Teeilwt = chtO(]- + 5chteilw[) -
mec

[ —4 / OkN (x)xNdx + / ok (¥)x*Ndx

—4/GKN(x)xNSEe_iwtdx—4/GKN(x)xN5nye_iw’dx+/GKN(x)x2N5nye_iw’dx}.

(2.14)

Luego, a partir de esta ecuacion linealizada, podemos identificar los términos perturbati-

vos y asi hallar:

Hext08Hexe + "W ([ oy (x)x 2N5nydx — 4 [ ok (X)xNSnydx)

kTeo ’

o7, =
2l(t)kTeo—i- A fGKN )dex

(2.15)

donde Hexyo es la tasa de calor externo cuando la corona se encuentra en equilibrio térmi-
co, que suponemos constante. Para calcular esta cantidad debemos considerar la soluciéon
de equilibrio de la Ec. 2.14 que conduce a:

Hexio = (kTeo)3nC<4/GKN(x)dex— /GKN(x)x2Ndx> . (2.16)

mec

El modelo de diskbb tiene la particularidad de que su flujo integrado coincide con la
expresién para un cuerpo negro, cuya luminosidad es 47a’cT;, donde o es la constante
de Stefan Boltzman, « es el radio interno del disco y 7; su temperatura. De acuerdo con
Lee et al. (2001c) y Kumar & Misra (2014b) es valido suponer que la fraccidn n;,; de los
fotones Comptonizados que regresan al disco, aumentan su temperatura y, por lo tanto, su
luminosidad. Basandonos en este efecto podemos modelar la luminosidad del disco como
la superposicion de la luminosidad de un cuerpo negro con una temperatura fija inherente

T inn, ¥ una fraccioén nsy,, del espectro saliente de la corona. Entonces escribimos:

Ama®o T = Ama®o T, + NineVe / EdE : (2.17)
NESC

donde V., = (4/3)x[(a + L)® — a%] es el volumen del medio. Notamos que 7;,; posee un

limite superior Nmax que se obtiene para 7y ;,, = 0 en la Ec. 2.17. Definimos entonces el
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parametro de retroalimentacién n = % que toma valores entre O y 1. Esta cantidad
corresponde a la fraccion del flujo del disco que proviene del reprocesamiento del flujo
de la corona. Suponiendo que 7 ;,,, no varia, entonces 87 es el resultado de la oscilaciéon
de la densidad de fotones, 6ny, que afecta la temperatura observada, Ty, a través de la
retroalimentacién. Reemplazando con los términos perturbados, utilizando los cambios

de variables previos y linealizando la ecuacién se obtiene:

Ve
Ama’oTh(1 4 48T,e ") = dma? GTsmh + nVenck 0/ (2.18)

Nesc
donde hemos utilizado que (1 +y)* ~ 1+ 4y siy < 1. Luego, la amplitud compleja oT; es:

k*nVene(kT,0)? xNény 4

8T, =
Y 16ma?o (kT ) Nse(x) o

(2.19)

De esta forma completamos el sistema de ecuaciones que usaremos para construir el
modelo. Notamos que las integrales que aparecen en las amplitudes 87,, 8T, y SHexio
deben ser calculadas numéricamente con limites de integracion arbitrarios. Para esto uti-
lizamos la regla de Simpson: un método numérico que permite calcular el valor de una
integral definida de una funcion f, dividiendo al intervalo de integracién [a,b] en un nime-

ro impar n = 2m + 1 de puntos equiespaciados con paso h, segun:

/ f fl + 4Gpar + 261mpar + fn) (2'20)

n—1 : T n—2
donde f; = f(xi), Opar = Zj:2,4 fj, i.e., la suma de los indices pares, y Gimpar = Zj:% fis
i.e., la suma de los indices impares.

Volviendo a la ecuacién 2.11, aplicamos nuevamente las férmulas de diferencias finitas

y obtenemos:

- 1 1 dN (2 1 f(eM,kTyp) .
S J-1( - u_1 et S AN — SN sY)
ny ( Su2 Y 26u (e )+ du N5u> + ny(5u2 * N (kTy)? 165)
uj
L(uj) o)
1 1 dN 1
—|—5n’Jrl —= (=1 —| —) =
( Sui  20u du ujN5u> (2.21)
Ul(uj)
1 d?N 1 dN 1 KTy Of(e",kTy)
oT( — 2+ — —— s :
(=24 52| *Nau ) NI 9T |,
s0

uj uj

-~

C(uj)
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Nuevamente tenemos un sistema de ecuaciones lineales, pero en este caso la matriz
de coeficientes no sera tridiagonal, pues las expresiones para 67, y 67, dependeran de la
suma de los valores de Sn{, en toda la grilla.

En este caso, en lugar de resolver directamente por eliminacién Gaussiana, sera con-
veniente recurrir a la factorizacién LU. Este método consiste en la descomposicién de la
matriz de coeficientes A de un sistema de ecuaciones A - x = b, en el producto de dos
matrices A = L - U, donde Ly U son matrices triangulares inferior y superior, respectiva-
mente. De esta forma, resolver el sistema de ecuaciones original es equivalente a resolver
secuencialmente los siguientes dos sistemas de ecuaciones:

L-y=b,

U-x=y.
El primero de ellos se resuelve por sustitucién hacia adelante y el segundo por sustitucién
hacia atras.

Para resolver la Ec. 2.21 utilizamos entonces las subrutinas zgetrfy zgetrs > de LAPACK.
La primera calcula la factorizacién LU de la matriz de coeficientes complejos con doble pre-
cision y la segunda resuelve el sistema de ecuaciones asociado usando la descomposicion
obtenida.

Una vez obtenido el vector solucién ny, interpolamos la solucién para obtener una
funcién continua que luego se utilizard para ajustar las observaciones. Para la interpola-
cién, buscaremos generar una spline (i.e., una curva diferenciable definida en porciones
mediante polinomios), que pase por los puntos solucién. La spline pasara por todos los
puntos de la grilla (x;, Sn{,) y permitira aproximar el valor de dny para cualquier valor del

intervalo [xg, x,].

2.3. Estructura del cédigo

El cédigo presentado en esta tesis requirié del desarrollo de varios médulos y subru-
tinas propias asi como el uso de otras subrutinas externas preexistentes. En la Fig. 2.2
mostramos un diagrama de flujo del cédigo sefialando sus componentes principales. Las
nubes grises representan los médulos que subyacen al cédigo. El médulo global define
las constantes fisicas y conversiones de unidades necesarias. El médulo arrays define he-
rramientas variadas: arrdef calcula la correccion de Klein Nishina, linspace genera una

grilla equiespaciada de puntos e interpolated_univariate_spline calcula una spline constitui-

3https://netlib.org/lapack/explore-html/d3/d01/group__complex16_g_ecomputational.html.
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band_integration

rms y retardos

Figura 2.2: Diagrama de flujo del c¢6digo vkompthdk. En forma de nube gris se representan los
modulos. Con elipses azules las subrutinas desarrolladas por nosotros y con elipses naranjas las
principales subrutinas externas utilizadas. Las dos elipses de mayor grosor indican las subrutinas

principales y en rectangulos rojos se destaca lo que se obtiene de cada una de ellas.
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da por polinomios de grado 3 que pasa por un determinado conjunto de puntos dados.
En la Fig. 2.2, identificamos con elipses las subrutinas. Los azules corresponden a las que
hemos desarrollado nosotros mientras que los naranjas a las externas. En el diagrama ele-
gimos destacar sélo algunas de las subrutinas externas necesarias con el fin de simplificar
la interpretacion general del cédigo.

Una de la subrutinas principales del cédigo es model que tiene como objetivo calcular el
espectro estacionario, dado por el vector n,, y el espectro variable, dado por el arreglo de
numeros complejos 6n,. Como se representa en el diagrama, model recurre a varias subru-
tinas para poder hallar las soluciones. A continuacion explicitamos algunas. La subrutina
externa xsdskb” calcula el modelo de cuerpo negro multi-temperatura permitiendo definir
la emision del disco de acrecién. La subrutina parameter calcula varias cantidades como
el volumen de la corona, probabilidades de escape, y cantidades combinadas, definidas
en la Seccién anterior, como N, c2 ¥ 5, entre otras. La subrutina externa dgstv® es la
encargada de resolver el problema estacionario mediante eliminacion gaussiana, y asi ha-
llar ny, correspondiente al espectro estacionario. La subrutina simpson calcula integrales
usando el método de integracién homénimo. En la subrutina mppinv se confecciona la
matriz de la Ec. 2.21 y se resuelve el sistema de ecuaciones lineales mediante factoriza-
cién LU, utilizando las subrutinas externas zgetrf y zgetrs® que trabajan con niimeros
complejos en doble precisién. De esta forma, se logra hallar la solucién compleja ony, co-
rrespondiente al espectro variable. Finalmente, utilizamos la subrutina band_integration
que, haciendo uso de la subrutina externa splev’, evalia las spline que reprensentan a las
soluciones dadas por nyy y on,, en un cierto conjunto de puntos, para asi calcular el espec-
tro propiamente dicho, asi como el rms fraccional y los retardos en la grilla de energias en

que estan dados los datos que quieran ajustarse.

‘https://heasarc.gsfc.nasa.gov/xanadu/xspec/manual /node163.html.
Shttps://netlib.org/lapack/explore-html/d4/d62/group__double_g_tsolve.html.
Shttps://netlib.org/lapack/explore-html/d3/d01/group__complex16_g_ecomputational.html.
"https://netlib.org/dierckx/.


https://heasarc.gsfc.nasa.gov/xanadu/xspec/manual/node163.html
https://netlib.org/lapack/explore-html/d4/d62/group__double_g_tsolve.html
https://netlib.org/lapack/explore-html/d3/d01/group__complex16_g_ecomputational.html
https://netlib.org/dierckx/
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Capitulo 3

Impacto de los diferentes

parametros fisicos en el modelo

En este capitulo nos proponemos mostrar el comportamiento de los espectros de rms
y retardos que predice nuestro modelo y explorar asi su dependencia con los diferentes
parametros fisicos involucrados.

En la Fig. 3.1 mostramos en linea continua azul la SSS, la amplitud rms fraccional
y los retardos obtenidos utilizando nuestro modelo, considerando los siguientes valores
tipicos para los parametros: n = 0.5, kT; = 0.5 keV, kT, = 20 keV, I' = 3.5, ay = 250 km y
L = 7100 km. A modo de comparacién, mostramos con linea punteada oliva, la SSS, rms
y retardos obtenidos al utilizar como fuente de fotones blandos un cuerpo negro (bbody,
como es el caso de Karpouzas et al. 2020) y los mismos valores para los parametros. Nota-
mos que ambas SSSs presentan un maximo en torno a 1-3 keV y se comportan del mismo
modo a energias mas altas pero, a bajas energias, el diskbb tiene un comportamiento
mas suave que el bbody. El espectro de rms del bbody muestra un punto de pivote a la
misma energia que el maximo de la SSS y que correlaciona con la abrupta caida en los
retardos. Consistentemente con el comportamiento mds suave de la SSS, el espectro rms
para el diskbb no tiene un minimo pronunciado como en el caso del bbody. Del mismo
modo, vemos que la caida en los retardos para el diskbb es mucho menos pronunciada.
A energias mds bajas, E < 1 keV, el espectro rms del diskbb exhibe amplitudes de varia-
bilidad mds pequefias que el bbody. A altas energias, donde todos los fotones ya fueron
Comptonizados, ambos espectros se vuelven muy similares.

En las siguientes figuras presentamos cdmo varian el rms fraccional y los retardos al

variar de forma independiente los distintos parametros de entrada del modelo consideran-
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Figura 3.1: En el panel superior se muestran los espectros estacionarios (SSS, i.e., promediados
en el tiempo) obtenidos de la solucién utilizando un bbody (linea punteada oliva) o un diskbb
(linea sélida azul) como fuente de fotones blandos. En los paneles medio e inferior se observan las
amplitudes rms fraccional y los retardos dependientes de la energia para cada modelo de emisién
(con la misma convencién de colores que en el panel superior). En ambos casos, consideramos los
siguientes valores para los pardmetros: 1 = 0.5, kT; = 0.5 keV, kT, = 20 keV, I' = 3.5, ay = 250 km
y L ="7100 km.
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Figura 3.2: Espectros del rms fraccional y de los retardos para diferentes valores del pardmetro
de retroalimentacién, desde 1 = 0.1 en azul a 1 = 0.8 en oliva, dejando el resto de los parametros
fijos en kTy = 0.5 keV, kT, = 20 keV, I' = 3.5, ay = 250 km, L = 7100 km, 8H. = 0.1. En negro

se muestran espectros guia, comunes en todas las figuras.

do que el espectro de emisién de fotones blandos es un diskbb. Para todas estas figuras,
usaremos el espectro de la Fig. 3.1 como referencia, al que trazaremos con una linea so6lida

negra para distinguirlo con facilidad.

3.1. Efecto de la retroalimentacion

En la Fig. 3.2 presentamos los espectros de rms y retardos para diferentes valores del
parametro de retroalimentacién, 71, desde 0.1 en azul a 0.8 en oliva. A altas energias
(E Z 5 keV) el modelo predice que tanto los retardos como rms son independientes del
parametro de retroalimentacion, pues las curvas son esencialmente idénticas para todos
los valores de n. Esta independencia surge de que los fotones son re-emitidos siguiendo
el espectro de la fuente de fotones blandos, que domina por debajo de los 2 keV, pero es
despreciable arriba de los 5 keV. A bajas energias (E < 5 keV) las curvas comienzan a se-
pararse de acuerdo al valor de n. Para 1 2 0.4, la amplitud rms se vuelve plana asumiendo
valores en torno al ~1% por debajo de 1 keV. Para valores de retroalimentacién mds ba-

jos, m < 0.4, se observa que la amplitud decrece ain mads cerca de 0.8 keV, revelando un
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Figura 3.3: Espectros del rms fraccional y de los retardos para diferentes valores de la temperatura
de la fuente de fotones blandos, desde kT; = 0.3 keV en oliva a kT; = 2 keV en azul, dejando el resto
de los pardmetros fijos en n = 0.5, kT, = 20 keV, T' = 3.5, a; = 250 km, L = 7100 km, §Heyx; = 0.1.

En negro se muestran espectros guia, comunes en todas las figuras.

punto de pivote, y luego vuelve a aumentar hasta ~0.5-0.8 %, a 0.1 keV. En el rango de
energia de 1-5 keV, observamos que los retardos presentan un minimo y que la energia
a la que este punto critico se manifiesta decrece a medida que lo hace el pardmetro de
retroalimentacion. Para energias por debajo del punto de pivote (E < 1 keV), los retardos

aumentan nuevamente y lo hacen de forma mas abrupta para los valores mas bajos de 1.

3.2. Efecto de los parametros del disco

En la Fig. 3.3 mostramos el comportamiento de los espectros de rms y retardos para
diferentes valores de la temperatura de la fuente de fotones blandos, k7, desde 0.3 keV
en azul hasta 2 keV en oliva. En esta figura vemos que el modelo predice esencialmente
las mismas curvas de amplitud rms para todos los valores de k7T pero desplazadas hacia
energias mas altas a medida que la temperatura aumenta. Para k7; = 0.3 keV, la amplitud
de variabilidad aumenta a partir de 0.4 keV. La energia a la que ocurre este aumento de
variabilidad se desplaza hacia la derecha a medida que k7, aumenta, alcanzando energias
E ~ 3 keV para una temperatura de 2 keV. De manera similar, notamos un minimo en los

retardos cuya energia es mayor cuanto mayor es k7;: desde ~2 keV para k7; = 0.3 keV a
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Figura 3.4: En el panel izquierdo, espectros del rms fraccional y de los retardos para diferentes
valores del radio de la dltima drbita estable, desde ay = 15 km en oliva a ay = 250 km, dejando
el resto de los parametros fijos en n = 0.5, kT; = 0.5 keV, kT, = 20 km, I' = 3.5, L = 7100 km,
8Hex: = 0.1. En el panel derecho, espectros de rms fraccional y de retardos fijando ar =250 km y
explorando valores de §H,y, desde 0.03 en oliva hasta 0.1. En negro se muestran espectros guia,

comunes en todas las figuras.

~14 keV para kT; = 2 keV, lo cual sugiere la existencia de una correlaciéon entre ambas
cantidades. Ajustamos entonces la relacidn entre k7 y la energia del minimo en el espec-
tro de los retardos, E,i,, con una funcién lineal y encontramos una correlacién de alta
significancia (coeficiente de correlacién r = 0.999, con una probabilidad de 10~32 para las
hipoétesis de que los datos no estén correlacionados), dada por Eyi, ~ 6.87 kT, en keV.
En el panel izquierdo de la Fig. 3.4 exploramos el comportamiento de la amplitud
rms y los retardos para diferentes valores del radio interno del disco, as, desde 15 km en
oliva (equivale a ~1 R, para un BH de 10 M) hasta 250 km. Se observa que el espectro
rms tiene un cierto rango dindmico por debajo de los ~40 km, a partir del cual la forma
del espectro es esencialmente la misma, pero que presenta cada vez menos variabilidad
a medida que a; disminuye. Por encima de ~40 km el espectro de rms es esencialmente
independiente del valor de a;. Notamos que el valor de este pardmetro no tiene ninguna
repercusion sobre el espectro de los retardos. En el panel derecho de la Fig. 3.4 estudiamos
cémo se comportan los espectros al variar el §Hey. De la figura surge que el pardémetro a,
queda completamente degenerado con Hey, pues éste tiltimo tampoco produce un efecto
sobre los retardos y podria generar las mismas curvas para los valores de rms fraccionar al

cambiar su valor. Es decir que el modelo podria explicar los mismos resultados variando
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Figura 3.5: Espectros del rms fraccional y de los retardos para diferentes valores de la temperatura
de la corona, desde kT, = 15 keV en azul a kT, = 50 keV en oliva, dejando el resto de los parametros
fijos en n = 0.5, kTy = 0.5 keV, I' = 3.5, ay = 250 km, L = 7100 km, 8H.y: = 0.1. En negro se

muestran espectros gufa, comunes en todas las figuras.

ar 6 8Hy; de forma independiente.

3.3. Efecto de los parametros de la corona

En la Fig. 3.5 presentamos el comportamiento de los espectros de rms y retardos como
funcién de la temperatura de la corona, k7T,, desde 15 keV en azul hasta 50 keV en oliva.
En general, observamos que la amplitud rms aumenta con la energia desde ~1 % hasta
~10 % volviéndose plana arriba de los ~10 keV. Vemos que a energias superiores a 2 keV,
si bien son bastante similares, el modelo predice mayor variabilidad para menores valores
de kT,. En torno a 2 keV, todas las curvas se unen y, para energias menores, la tendencia
de la amplitud rms que describimos se invierte, de modo que la variabilidad aumenta a
medida que lo hace la temperatura de la corona. El espectro de los retardos es mas suave
cuanto mayor es k7,. Para energias menores a ~3-5 keV los retardos son blandos debido
a la retroalimentacion, pues los fotones menos energéticos son en su mayoria producto de
la re-emision en el disco. Para energias mayores a ~5 keV, los retardos se vuelven duros
debido a la Comptonizacion, pues los fotones mas energéticos atraviesan, en promedio,

un mayor numero de dispersiones antes de salir de la regién de Comptonizacion. Para
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Figura 3.6: Espectros del rms fraccional y de los retardos para diferentes valores del indice de
fotones, desde ¥ = 1.5 en oliva a ¥ = 3.5 en azul, dejando el resto de los pardmetros fijos en
n = 0.5, kT; = 0.5 keV, kT, = 20 keV, ay = 250 km, L = 7100 km, 8Hey: = 0.1. En negro se

muestran espectros gufa, comunes en todas las figuras.

energias E > kT,, los retardos alcanzan un maximo local y se vuelven blandos nuevamente,
debido a la dispersiéon Compton directa que lleva a energias mas bajas.

La Fig. 3.6 corresponde a diferentes valores del indice de fotones, I'. Para todas las
curvas fijamos la temperatura de la corona en k7, = 20 keV, de modo que cualquier cam-
bio en el indice de fotones refleje un cambio en la profundidad éptica, 7, a través de la

relacion:

9 1 1
T=, /> + - (3.1)
\/4 511 ey ©(1 + 7/3) 2

(Ghisellini 2013). Consideramos valores de I desde 1.6 en oliva (que corresponde a T =
4.64) hasta 3.5 en azul (tr = 1.3). Para energias menores a 1 keV, el modelo predice mayor
variabilidad cuanto menor sea el valor de I'. En el rango de energia 1-2 keV, se observa
un punto de pivote para I' < 2.6, que se vuelve cada vez mds profundo a medida que I'
decrece. Por otro lado, para energias mayores a 2 keV, la variabilidad aumenta con I'". Para
fotones con energias menores a 4 keV, el modelo predice retardos mds blandos cuanto
menor sea I'. En concomitancia con la aparicion del punto pivote en el rms, la caida en los
retardos se vuelve mds abrupta para valores de I' mds pequefios, a medida que el minimo
en el espectro del rms se vuelve mas pronunciado. En torno a 4 keV, las curvas comienzan

a solaparse hasta que resulta muy dificil separar una de otra para energias mayores a
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Figura 3.7: Espectros del rms fraccional y de los retardos para diferentes tamanos de la corona,
desde L = 100 km en oliva a L = 14200 km en azul, dejando el resto de los pardmetros fijos en
n = 0.5, kT, = 0.5 keV, kT, = 20 keV, I = 3.5, ay = 250 km, 8Hey: = 0.1. En negro se muestran

espectros guia, comunes en todas las figuras.

5 keV.

En la Fig. 3.7 mostramos cémo varian los espectros de rms y retardos al explorar
diferentes valores para el tamafio de la corona L, desde 100 km en oliva a 14200 km
en azul. El modelo predice una mayor variabilidad y un comportamiento espectral mas
suave para coronas mas pequeilas. A medida que L aumenta, se comienza a vislumbrar
un pivote en torno a 0.8 keV que coincide con una caida mds abrupta en el espectro de
retardos. En particular, para una corona de 14200 km, se observa un minimo relativo en
el espectro de variabilidad en torno a ~20 keV que se condice con una nueva bajada mds
suave en los retardos. El valor de L tiene un fuerte impacto en el espectro de los retardos.
Se observa que para L = 100 km, el espectro es plano y que se necesitan tamaifios del
orden de 1000 km para tener retardos mas o menos notables. A medida que L aumenta,

se obtienen retardos cada vez mas significativos.



Capitulo 4

Aplicacion del modelo vkompth a

la QPO de tipo B en
MAXI J1348-630

Como mencionamos previamente, MAXI J1348-630 es una BH LMXB descubierta en
outburst el 26 de Enero de 2019 con el instrumento MAXI, abordo del ISS (Yatabe et al.
2019; Tominaga et al. 2020). Esta fuente mostré una transicién del estado LHS al HSS,
que primero fue detectada con MA X1y luego confirmada por INTEGRAL (Cangemi et al.
2019), seguida por una fuerte fulguracion en radio (Carotenuto et al. 2019, 2022). A lo
largo del outburst, se realizé un seguimiento minucioso con N/ICER en el rango de energia
de 0.2-12 keV (Gendreau et al. 2012). En Belloni et al. (2020), los autores presentaron
el analisis espectral detallado de una QPO prominente de tipo B, observada durante la
transicion. Esta fuerte QPO fue detectada en todo el rango de energia, desde 0.75 a 10 keV,
a una frecuencia estable vy ~ 4.45 Hz. Belloni et al. (2020) ajustaron el espectro usando
un modelo de disco multi-temperatura, una componente de Comptonizacién y una linea
de emisidon a ~6.3 keV correspondiente a la linea de hierro Fe Ka. Los autores encon-
traron que el flujo de emision estd dominado por la componente de disco, que presentd
una temperatura en su radio interno de ~0.6 keV. El ajuste espectral revelé ademds una

componente de Comptonizacion empinada, con un indice espectral de fotones de ~3.5.

La Fig. 4.1 es una adaptacién de la figura 4 de Belloni et al. (2020), donde los autores
presentaron la amplitud rms fraccional y los retardos como funcién de la energia para la

QPO de tipo B presente en MAXI J1348-630. En dicho trabajo, se observéd que la variabi-

39
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Figura 4.1: Figura adaptada de Belloni et al. (2020). En el panel superior se muestra el espectro
rms fraccional de la QPO presente en MAXI J1348-630 y en el inferior los correspondientes retar-

dos. La banda de lineas identifica la banda de energia tomada como referencia.

lidad aumenta con la energia desde < 1% hasta ~10 %. Para el espectro de los retardos,
se tomo como referencia la banda de 2—2.5 keV, y se not6 que tanto los fotones de mayor
como los de menor energia se retrasan respecto de aquellos situados en la banda de refe-
rencia elegida. El retardo para los fotones de energias menores a 2 keV aumenta a medida
que la energia decrece alcanzando un valor de ~0.9 rad (que corresponde a un retardo
temporal de 32 ms) debajo de 1 keV, mientras que los fotones de altas energias presentan

un retardo promedio de ~0.6 rad (equivalentemente a 22 ms).

4.1. Modelo vkompthdk: una region de Comptonizacién

Como mencionamos en el Capitulo 1, Garcia et al. (2021) aplicaron el modelo ori-
ginalmente desarrollado por Karpouzas et al. (2020) a MAXI J1348-630, modelando la
fuente de fotones blandos como un cuerpo negro. Si bien obtuvieron un ajuste relativa-
mente bueno, el modelo no pudo explicar los altos valores de rms fraccional observados a
altas energias. Por lo tanto, introdujeron dos regiones de Comptonizacién independientes
pero fisicamente acopladas con las que obtuvieron un buen ajuste tanto para los retardos
como los rms de la QPO. Consideraron que estas regiones, llamadas pequefia y grande,
tienen igual temperatura pero tamafios de ~30 y ~700 R,, donde R, es un radio gravita-
cional, suponiendo que el BH es de 10 My, con valores de retroalimentacién n ~ 0.2 y

~0.8, respectivamente. Consecuentemente con las diferencias espectrales entre un diskbb
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y un bbody, en Garcia et al. (2021) encontraron que la temperatura del cuerpo negro era
kT, ~ 0.35 keV, menor que la obtenida por Belloni et al. (2020) usando una componente

de diskbb, aplicado al espectro promedio o estacionario.

Nos propusimos aplicar el modelo espectro-temporal de Comptonizacién variable que
desarrollamos en esta tesis, y que a partir de ahora llamaremos vkompthdk, para ajustar
el mismo conjunto de observaciones de MAXI J1348-630 que Garcia et al. (2021). Pa-
ra realizar el ajuste, usamos el paquete de andlisis espectral de datos de rayos-X, XSPEC
v12.12.0g, cargando vkompthdk como un modelo externo local. Ademas, escribimos los
espectros de rms y retardos en formato PHA y creamos los correspondientes archivos de
respuesta diagonal (RMF). Obtuvimos el mejor ajuste utilizando el algoritmo de Levenberg-
Marquardt (o método de los minimos cuadrados amortiguados) y calculamos las incerte-
zas en los pardmetros a partir de simulaciones Monte Carlo de cadenas Markov para 10°
muestras usando 60 exploradores del espacio de parametros o walkers, mediante el algo-

ritmo de Goodman-Weare, provisto por XSPEC.

En este procedimiento, mantuvimos fija la temperatura de los electrones de la corona
en 20 kev (Garcia et al. 2021) y para el indice de fotones utilizamos el valor I' = 3.5 de Be-
lloni et al. (2020) que implica, siguiendo la Ec. 3.1, una profundidad 6ptica t ~ 1.3, mien-
tras que al resto de los parametros los dejamos libres. Al igual que Garcia et al. (2021),
dado que los errores relativos del rms son significativamente mas pequefios que aquellos
de los retardos, aumentamos arbitrariamente en un factor cinco las barras de error en el

espectro de rms de modo de volver el ajuste mas sensible al espectro de retardos.

El modelo que aqui presentamos sélo considera variaciones en la componente de
Comptonizacién, nthcomp, y como segtin Belloni et al. (2020) el modelo que mejor ajusta
al espectro promedio de la fuente es diskbb+nthcomp+gaussian, introdujimos una correc-
cién a la amplitud rms fraccional computada en el modelo para tener en cuenta la frac-
cién de fotones que fueron emitidos por el disco de acrecion diskbb y la linea de Hierro
gaussian y que alcanzan al observador sin ser Comptonizados. Esta correccion contempla
que las amplitudes rms observadas son modificadas por un factor de dilucién' respecto
de las predichas por vkompthdk.

En la Fig. 4.2 presentamos el modelo de mejor ajuste y los residuos que obtuvimos
usando vkompthdk como hemos descripto anteriormente. Notamos que logramos repro-

ducir la tendencia tanto de las amplitudes rms como de los retardos, pero que el ajuste

'Este factor es una funcién de la energfa y viene dado por nthcomp/(nthcomp + diskbb + gaussian).
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no es estadisticamente aceptable, con y2 = 3.45 (calculado como Y (D; — M;)?/c?, donde
D; son los valores medidos y M; los predichos por el modelo, y o? la varianza) para 27
grados de libertad (g.d.], diferencia entre el nimero de canales de energia y el nimero de
parametros libres). Si bien el ajuste mejoro respecto del de Garcia et al. (2021) pues, en
concordancia con los datos observacionales, obtuvimos amplitudes de variabilidad mayo-
res para energias por encima de 5 keV, no pudimos reproducir el espectro de los retardos

en el rango de 2-3 keV.

Como ya hemos mencionado, para obtener los valores de los parametros y sus res-
pectivas incertezas, corrimos un gran nimero de simulaciones MCMC que tuvieron como
resultado una extensa tabla con los posibles valores de cada parametro. Si tomamos una
columna cualquiera, es decir, seleccionamos un parametro y vemos todos los valores que
arrojaron las simulaciones, podemos armar un histograma. Asi obtenemos la distribucion
de probabilidad individual para dicho pardmetro y podemos calcular su mediana como
valor representativo con un intervalo de confianza del 68 % (1-0). Si en lugar de una,
tomamos dos columnas, podemos armar un histograma bidimensional de contornos. De
esta forma, obtenemos la distribucién de probabilidad conjunta del par de pardmetros. A
partir de los histogramas se suele generar una matriz de distribuciones de probabilidad
de muestras Monte Carlo (o corner plot en la literatura), colocando los histogramas unidi-
mensionales en la diagonal principal y los bidimensionales en los paneles inferiores. Para
realizar este diagrama utilizamos el programa tkXspecCorner? que crea de forma inter-
activa corner plots basados en las simulaciones MCMC de cadenas Markov de XSPEC. En la
Fig. 4.3 presentamos el corner plot de los parametros fisicos de MAXI J1348-630 obtenidos
al utilizar el modelo vkompthdk. Notamos que arriba de cada distribucién de probabilidad
individual se indica el valor de la mediana y el intervalo de confianza de 68 % para el

parametro correspondiente.

En la Tabla 4.1 condensamos los valores del mejor ajuste para los distintos parametros
del modelo y sus respectivas incertezas a 1-c (68 %). El modelo de mejor ajuste requiere
una corona relativamente grande de 11000 km (~600 R, para un BH de 10 M) con
un valor de retroalimentacion relativamente bajo, n ~ 35%. En Garcia et al. (2021)
la temperatura obtenida para el espectro de bbody fue de ~0.2 keV, mientras que aqui
hallamos una temperatura para el diskbb de ~0.45 keV, un valor mucho mas compatible

con el resultante del ajuste de Belloni et al. (2020) para el espectro estacionario de la

Zhttps://github.com/garciafederico/pyXspecCorner
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Figura 4.2: De arriba hacia abajo, en el primer y tercer panel se muestran, respectivamente,
el espectro de rms fraccional y el de retardos para la QPO de tipo B de 4.45 Hz presente en
MAXT J1348-630. La linea sélida representa el mejor ajuste del modelo vkompthdk obtenido para
una corona de ~11000 km de tamafio y de 1 = 0.35 para una fuente de fotones blandos emitiendo
como un diskbb con kT; =~0.45 keV. En los paneles segundo y cuarto se muestran los residuos,
A = (data—model) /error, del ajuste de rms y retardos, respectivamente. Las barras de error de la

amplitud rms se multiplicaron por un factor cinco y se incluy6 la dilucién del rms.

fuente, kT, ~ 0.6 keV. La amplitud de la oscilacion de la tasa de calor externo es ~13 %,

también mayor que la obtenida por Garcia et al. (2021), que fue del ~4 %.

4.2. Modelo vkdualdk: dos regiones de Comptonizacion

Debido al alto valor de y? obtenido usando el modelo de una sola componente de
Comptonizacién vkompthdk, siguiendo a Garcia et al. (2021), exploramos la posibilidad
de que los espectros de variabilidad se originen como consecuencia de la presencia de dos
regiones de Comptonizacidn, que también denominaremos pequeria (1) y grande (2); a
esto lo llamaremos modelo dual, vkdualdk.

De la combinacién de dos modelos oscilantes, necesitamos obtener la amplitud rms
fraccional y los retardos en funcién de la energia totales, para lo cual tenemos que sumar

las contribuciones de cada componente en el espacio de Fourier en unidades absolutas
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Figura 4.3: Matriz de distribuciones de probabilidad de muestras Monte Carlo de los parametros
fisicos de MAXI J1348-630 obtenidos con el modelo de Comptonizacién vkompthdk. Arriba de
cada panel de la diagonal se indica el valor de la mediana y el intervalo de confianza del 68 % para

cada parametro.

Tabla 4.1: Valores del mejor ajuste para los pardmetros fisicos de MAXI J1348-630 y sus corres-

pondientes incertezas a 1-6 (68 %) obtenidas con el modelo vkompthdk.

kT, T 1 kT L n SHexi Xy (gdl)
(keV) (keV) (103 km) (%)
20t 3.5t 1.31 0444002  11£1  0.37£0.06 1341  3.45 (27 gdl)

T Pardmetros fijos.
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y renormalizar a unidades fraccionales usando las cuentas por segundo para cada banda
de energia, dadas por la suma de ambos espectros estacionarios predichos por el modelo,
SSS1(E) v SSS2(E). La suma de dos exponenciales complejas de igual frecuencia tiene

como resultado una nueva exponencial compleja, pues:
N(E,t, ) = Ny (E)e®" + No(E)e!(@+9) = (Ny(E) + No(E)e™?) ™ = |N(E)|e/®E) !

donde N;(E) y N2(E) son las amplitudes complejas dependientes de la enegia de la oscila-
cion a la frecuencia de la QPO, wy = 27Vvy, en unidades absolutas de rms, retrasadas por
una fase, ¢. N(E,t) es la curva de luz compleja resultante, dependiente de la energia, de
amplitud |[N(E)| y angulo de fase ®(E). Expresando en forma polar las amplitudes comple-

jas N1 (E) = [Ny(E)|€9(E) y Ny (E) = |No(E)|e!®2() | la amplitud y la fase de N(E, 1) estaran

dadas por:
IN(E)| = [ (N1(E) + Na(E)e™) (N1(E) + No(E)e®®)* ]M? = o
[INL(E) | + [No(E) | + 2|N1 (E)||Na(E) | cos(a(E) — 01.(E) + 9)] >, '
tan (@(£) = INUED + Im{Na(E)el) 12

"~ Re{Ni(E)} + Re{N2(E)ei?}’
donde Re e Im son las partes real e imaginaria de las amplitudes complejas, respectiva-
mente. Finalmente, para obtener la amplitud rms fraccional, dividivimos la amplitud rms
absoluta por la suma de las soluciones estacionarias: n(E) = |N(E)|/(SSS1(E) + SSS2(E)).
De esta forma concluimos que los espectros de rms y retardos resultantes de la combina-
cién de dos modelos de Comptonizaciéon pueden obtenerse incorporando como parametro
libre el angulo de fase ¢ entre los dos modelos en la banda de referencia. El cero de la
fase se hace coincidir con el H.y, de modo que ¢ sera el dngulo entre Hex1 ¥ Hoxto-

Al aplicar el vkdualdk a MAXI J1348-630, suponemos que ambas regiones de Compto-
nizacion tienen temperatura k7, ;2 = 20 keV e indice de fotones I';_y = 3.5, de modo que
el espectro estacionario coincida con las propiedades del espectro observado por Belloni
et al. (2020). Al ajustar las observaciones de la QPO con este modelo dual, consideramos
errores a 1-o tanto para rms como para retardos y tuvimos en cuenta la dilucién en los
rms.

En la Fig. 4.4 mostramos el mejor ajuste y los residuos obtenidos con el modelo
vkdualdk. Este modelo ajusta los datos muy bien estadisticamente, con un y2 = 0.96

para 22 g.d.], que es significativamente mejor que el ajuste obtenido con el modelo de una
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sola componente de Comptonizacién. El modelo dual es capaz de predecir tanto la baja
variabilidad aproximadamente constante para energias menores a ~1.5 keV como el cre-
cimiento estable hasta >10% a ~5-10 keV. Ademas, obtuvimos la misma forma de U del
espectro de los retardos, que se vuelve relativamente estable en el rango de altas energias.
Por otro lado, notamos que los residuos no exhiben tendencias sistematicas.

En la Fig. 4.5 presentamos el corner plot de los parametros fisicos mas relevantes de
MAXI J1348-630 obtenidos al utilizar el modelo vkdualdk. En la Tabla 4.2 se presentan
los valores obtenidos del mejor ajuste para todos los parametros, con subindices 1 y 2
para distinguir si corresponden a la componente pequefia o a la grande de la corona, y las
correspondientes incertezas a 1-c (68 %). El modelo de mejor ajuste predice una region
pequefia de Comptonizacién de ~150 km (~8 R, para un BH de 10 My) con un alto
valor del pardmetro de retroalimentacién (> 90%) que estd siendo iluminada por una
region del disco a temperatura de ~0.9 keV. Esto tltimo indicaria que la fuente de fotones
blandos que se inyectan en la corona pequefia se trataria de las parte mds internas del
diskbb. Ademas, el ajuste predice una regién grande de ~12200 km (~650 R,) con n
relativamente bajo, ~25%, y una temperatura para el diskbb de ~0.4 keV, similar a la
obtenida usando vkompthdk con una tinica componente de Comptonizacion. El bajo valor
para el pardmetro de retroalimentacion permite asociar esta regién extendida con la base
de un jet (Fender et al. 1999; Markoff et al. 2005b; Reig & Kylafis 2015; Wang et al. 2021;
Peirano et al. 2023), cuyas eyecciones han sido observadas en radio por Carotenuto et al.
(2020), cuasi-simultdneamente con esta QPO Tipo B. En la Fig. 4.6 se muestra un esquema
del sistema fisico sugerido. Las oscilaciones entre las dos componentes de Comptonizacion
tienen un retraso ¢ ~ 3.0 &+ 0.1 rad. Las amplitudes de la oscilacién de la tasa de calor

externo son ~23 % para la pequefia y ~20 % para la grande.
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Figura 4.4: De arriba hacia abajo, en el primer y tercer panel se muestran, respectivamente,
el espectro de rms fraccional y el de retardos para la QPO de tipo B de 4.45 Hz presente en
MAXT J1348-630. La linea sélida representa el mejor ajuste obtenido con el modelo vkdualdk,
usando una combinacién de dos componentes de Comptonizacién. En los paneles segundo y tercero,

se muestran los residuos A = (datos—modelo)/error. Para estos ajustes se incluyé la dilucién del

rms por la componente del disco.

Tabla 4.2: Valores del mejor ajuste para los pardametros fisicos de MAXI J1348-630 y sus corres-
pondientes incertezas a 1-o (68 %) obtenidas con el modelo de dos componentes vkdualdk. Los

subindices 1 y 2 indican si se refiere a la regién pequena o a la grande, respectivamente.

kTv,l Ll m aHext,l kTe r T
(keV) (103 km) (%) (keV)

0.93+0.11 0.16+0.06 >0.88 25+6 201 3.5f 1.3f
kT o Ly N2 OH ext 2 () X2 (gdl) -
(keV) (10% km) (%) (rad)

0.4240.02 134738 0.2740.10 2043  3.0+0.1 0.96 (22 gdl)

t Pardmetros fijos.
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Figura 4.5: Matriz de distribuciones de probabilidad de muestras Monte Carlo de los pardame-
tros fisicos mas relevantes de MAXI J1348-630 obtenidos con el modelo de dos componentes de
Comptonizacién vkdualdk. Arriba de cada panel de la diagonal se indica el valor de la mediana y

el intervalo de confianza del 68 % para cada pardmetro.
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Figura 4.6: Esquema del sistema fisico sugerido al considerar dos regiones de Comptonizacién:
una pequena cerca del BH con alto valor de 1 y otra muy extendida con bajo valor de 71, que

interpretamos asociada al jet.
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Capitulo 5

Conclusiones

Como objetivo fundamental de esta tesis nos hemos propuesto desarrollar un modelo
capaz de explicar los espectros de las amplitudes rms y de los retardos de las QPOs de baja
frecuencia presentes en BH LMXBs.

La amplitud de variabilidad de estas componentes del espectro de potencias aumenta
con la energia desde <1% a energias menores a 1-2 keV (Belloni et al. 2020) hasta 10-
20 % para ~30-50 keV (Zhang et al. 2017, 2020), y en algunos casos incluso hasta 100-
200 keV (e.g., Huang et al. 2018; Ma et al. 2021). A energias altas, la Comptonizacién es
el proceso que domina el espectro y, por lo tanto, resulta natural suponer que deberia ser
el mecanismo responsable de las propiedades radiativas observadas de las QPOs.

Basados en Karpouzas et al. (2020), hemos desarrollado el modelo vkompth de Comp-
tonizacion variable en el tiempo que considera al disco de acreciéon como fuente de fotones
blandos que se inyectan en la corona donde son dispersados por IC. Hemos modelado a la
QPO como una pequefia oscilaciéon armodnica del espectro de la fuente en torno al espectro
promediado en el tiempo, causada por fluctuaciones de las propiedades termodindmicas
de la region de Comptonizacion o del disco de acrecién. El modelo vkompth logra predecir
la dependencia con la energia de amplitudes rms y retardos de QPOs de baja frecuencia
en BH LMXBs.

Al desarrollar el cédigo vkompth, hemos utilizado una grilla de energias equiespa-
ciada logaritmicamente que permitié acelerar los cdlculos en un factor 100 sin perder
resolucién respecto de Karpouzas et al. (2020). Esta optimizacion hizo computacional-
mente viable la incorporacién de nuestro modelo a XSPEC y poder utilizarlo dentro de
dicha interfaz para realizar ajustes de observaciones. El cédigo que hemos desarrolla-

do es publico y de acceso libre, y puede encontrarse en el repositorio GitHub https:

o1


https://github.com/candebellavita/vkompth
https://github.com/candebellavita/vkompth
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//github.com/candebellavita/vkompth y cargarse como modelo externo en XSPEC para
ajustar tanto el espectro promediado como el dependiente del tiempo con sus caracteristi-
cas observables asociadas, rms y retardos dependientes de la energia.

Hemos analizado la dependencia de los espectros de rms y de retardos con los diferen-
tes parametros fisicos del modelo. La amplitud rms, a energias mayores a 1 keV, depende
principalmente de la profundidad éptica de la regiéon de Comptonizacién y, en menor me-
dida, de las temperaturas del disco y de la corona. El parametro de retroalimentacién n
no modifica el espectro de variabilidad para esas energias. Por otro lado, a energias me-
nores a 1 keV, todos los pardmetros excepto la temperatura del disco afectan el espectro
de rms. El espectro de retardos, a energias superiores a ~5 keV, es esencialmente inde-
pendiente del valor que tome cualquiera de los pardmetros. En cambio, para energias por
debajo de ~5 keV, la forma del espectro de retardos esta estrechamente vinculada al valor
de las cantidades fisicas que caracterizan el sistema. La pendiente del espectro depende
fuertemente de la retroalimentacién y a medida que el valor de n aumenta los retardos se
ablandan. Ademas, hemos observado que los retardos se endurecen a medida que la tem-
peratura de la corona disminuye o que el indice de fotones aumenta. Finalmente, hemos
encontrado una fuerte correlacion entre la energia del minimo en el espectro de retardos
y la temperatura del disco.

Como ejemplo de aplicacién del modelo, hemos ajustado los datos disponibles de una
QPO de baja frecuencia presente en MAXI J1348-630, observada durante la transicion de
un estado duro a uno blando (Belloni et al. 2020). Estas observaciones han sido previa-
mente ajustadas por Garcia et al. (2021) usando el modelo desarrollado por Karpouzas
et al. (2020) que considera a la fuente de fotones blandos emitiendo como un cuerpo ne-
gro. Los ajustes obtenidos en esta tesis, comparados con los presentados en Garcia et al.
(2021), parecen ser estadisticamente mejores y condujeron a parametros fisicos aparen-
temente mas apropiados respecto de los que se obtienen del espectro promediado en el
tiempo.

Siguiendo Garcia et al. (2021), inicialmente hemos ajustado de forma simultdnea am-
bos espectros, de rms y de retardos, de la QPO considerando una tnica regién de Com-
potonizacién, vkompthdk en XSPEC. El modelo de mejor ajuste reproduce las tendencias
de los datos de forma razonable, aunque estadisticamente no resulta adecuado. El ajuste
requiere una corona grande, L ~ 11000 km (~ 600 R, para un BH de 10M), con una re-
troalimentacién relativamente baja, n ~ 35%. A continuacién, hemos aplicado el modelo

vkdualdk considerando dos regiones de Comptonizacidon para ajustar los mismo datos.


https://github.com/candebellavita/vkompth
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Hemos encontrado que el mejor ajuste requiere una corona grande, similar a la hallada
con vkompthdk, y una pequefia de L ~150 km (~8 R, para un BH de 10 M) con un valor
de retroalimentacién muy elevado, n >90 %. Interpretamos este resultado como una coro-
na dual consituida por dos regiones distintas: una region compacta y caliente situada muy
cerca del BH que esta siendo iluminada por las parte mas internas del disco de acrecion,
con temperaturas efectivas relativamente altas, k7; ~ 0.9 keV, y una region grande y exten-
dida alimentada por partes mas externas del disco y que, por lo tanto, tienen temperaturas
mas bajas, kT, ~0.4 keV. Esta ultima region de la corona podria estar asociada a la base de
un jet que comienza a desarrollarse durante la transicién en MAXI J1348-630 (Carotenuto
et al. 2022), etapa que coincide con la aparicion de la QPO Tipo B estudiada.

Para resolver de forma semi-analitica el problema abordado en esta tesis, hemos for-

mulado las siguientes dos hipodtesis:

= La fuente de fotones blandos es esféricamente simétrica e inyecta fotones en la co-
rona de forma isotrépica (Sunyaev & Titarchuk 1980; Zdziarski et al. 1996; Zycki
et al. 1999).

» La corona es una esfera homogénea cuya profundidad dptica, y por lo tanto densi-

dad, permanece constante durante la oscilacion.

En el futuro esperamos relajar las restricciones del modelo para volverlo mas realista. Por
ejemplo, agregaremos oscilaciones en la profundidad éptica, densidad de electrones y/o
tamafio de la corona. En la misma linea, buscaremos extender el modelo dual a N capas,
como aproximacion a una corona continua cuyas propiedades sigan distribuciones suaves,
como leyes de potencias. Ademas, intentaremos incorporar la interaccion entre las capas

por mutua realimentacion.
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