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Capítulo 1

Introducción

1.1 Antecedentes

La teoría de la relatividad, desarrollada principalmente por Albert Einstein a prin-
cipios del siglo XX, transformó nuestra concepción del espacio, el tiempo, la materia, la
energía y la gravedad. El desarrollo de esta teoría comenzó con los cimientos de la rela-
tividad especial en 1905 [2], y culminó con la publicación de las ecuaciones de campo de
Einstein en 1915 [3]. Estas ecuaciones describen cómo la energía, la masa y el momento
lineal alteran la geometría del espacio-tiempo, curvándolo. En este marco teórico, la gra-
vedad no se describe como una fuerza, sino como el efecto geométrico de la curvatura del
espacio-tiempo [4].

La teoría de la relatividad general ha llevado a una serie de asombrosas prediccio-
nes; muchas de ellas confirmadas experimental u observacionalmente, de forma directa
o indirecta, incluyendo la deflexión de la luz debido a la gravedad [5], la dilatación del
tiempo en campos gravitatorios [6], la existencia de ondas gravitacionales [7, 8], el efecto
de lente gravitacional [9], el Big Bang [10], y la existencia de agujeros negros [11, 12].

La primera solución exacta de las ecuaciones de campo de la relatividad general la
encontró Karl Schwarzschild en 1916 [11, 12]; la cual describe la geometría del espacio-
tiempo alrededor de un cuerpo esférico masivo, de masa M, sin rotación ni carga eléctrica.
Aplicando esta solución a una masa suficientemente compacta, se encontró que existe una
región del espacio-tiempo entorno a la masa donde la curvatura es tan intensa que nada que
entre en ella puede salir, ni siquiera la luz. A esta región del espacio-tiempo desconectada
causalmente del resto del universo, se le llama “agujero negro”, y a la superficie imaginaria
que marca la frontera entre estas dos regiones se denomina “horizonte de eventos” [13].

La existencia misma de los agujeros negros plantea preguntas fundamentales sobre
la naturaleza del espacio, el tiempo y la gravedad en condiciones extremas, y su estudio
ha permitido descubrir teóricamente nuevos fenómenos, como la radiación de Hawking
[14], el problema de la información [15], la entropía de los agujeros negros [16, 17] y las
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Capítulo 1. Introducción 2

ondas gravitacionales emitidas por sistemas binarios de agujeros negros [18], ofreciendo
una oportunidad única de ampliar nuestra comprensión del universo.

De acuerdo con las soluciones de agujeros negros encontradas en las ecuaciones de
campo de Einstein, un agujero negro puede ser completamente descrito por solo tres
propiedades físicas que lo caracterizan: la masa, el momento angular y la carga eléctrica.
Por tanto, la materia, la radiación electromagnética o las ondas gravitacionales que caigan
en el agujero negro, no dejan más “huella” más allá de estas tres características. A esta
idea se la conoce como el teorema de no pelo [19]. Por tanto, de acuerdo a este teorema
solo existen cuatro tipos de agujeros negros: los agujeros negros de Schwarzschild [11, 12],
que solo tienen masa, agujeros negros de Reissner-Nordström [20, 21], que aparte de masa
poseen carga eléctrica, agujeros negros de Kerr [22], que solo tienen masa y momento
angular, y los agujeros negros de Kerr-Newman [23], que tienen masa, carga eléctrica y
momento angular.

El estudio de los agujeros negros, como una manifestación extrema de la gravedad en
el universo, también ha sido elemental para comprender la entropía asociada a la gravita-
ción, la cual se postuló a partir de uno de los problemas fundamentales de la evolución del
universo en la cosmología moderna. En el universo primigenio, la materia y la radiación
se encontraban en el equilibrio térmico, en un estado de máxima entropía, por lo que la
expansión del universo aparentemente violaría la segunda ley de la termodinámica. No
obstante, los efectos gravitatorios en aquella edad temprana del universo deben de tenerse
cuenta [24]. El físico y matemático Roger Penrose [25] propuso que la gravitación misma
debería tener una entropía asociada, de modo que la entropía en el universo primigenio
debería ser principalmente la entropía gravitacional, y propuso que podría definirse a par-
tir del tensor de curvatura de Weyl, el cual contiene las 10 componentes independientes
del tensor de Riemann que no contiene el tensor de Ricci. Por tanto, el tensor de Weyl es
la parte del tensor de Riemann que describe la curvatura en el espacio-tiempo vacío [13].

En 1970, Christodoulou introdujo el concepto de masa irreducible [26], la cual de-
pende de la masa y del momento angular del agujero negro, y siempre aumenta en una
transformación irreversible de un agujero negro. Penrose y Floyd dedujeron que el área
del horizonte de eventos de un agujero negro de Kerr aumentaba durante el proceso hi-
potético en el que se extrae energía de un agujero negro giratorio, conocido como proceso
de Penrose, y sugirieron que en las interacciones de los agujeros negros, el área total del
horizonte de eventos aumenta [27]. Hawking encontró teóricamente que en los procesos
donde inciden partículas y/o campos con agujeros negros, el área del horizonte de eventos
de un agujero negro nunca disminuye con el tiempo [28]. Bekenstein dedujo una expre-
sión para la entropía del agujero negro, en la cual, la entropía es proporcional al área del

Alan Alejandro Panuco Liñan



Capítulo 1. Introducción 3

horizonte de eventos [16, 17]. De esta forma, la segunda ley de la termodinámica aplicada
en un proceso físico en el que esté presente un agujero negro implica que la entropía total
del sistema, constituida por la suma de las entropías de la materia y el agujero negro,
nunca decrece [29]. Bardeen, Carter y Hawking derivaron cuatro leyes para la mecánica
de los agujeros negros análogas a las cuatro leyes de la termodinámica, donde el área
del horizonte de eventos y la gravedad superficial del agujero negro son los análogos a la
entropía y la temperatura, respectivamente [30].

Zeldóvich y Starobinski propusieron un mecanismo por el cual los agujeros negros
en rotación deberían de perder energía rotacional por la creación y emisión de partículas,
en consonancia con el principio de incertidumbre de Heisenberg [31]. Posteriormente,
Hawking propuso la que ahora conocemos como radiación de Hawking. Esta radiación de
tipo térmica implica que un agujero negro tiene asociada una temperatura y, por tanto,
una entropía que es proporcional al área de su horizonte de eventos [14].

En los últimos años, los avances alcanzados por las colaboraciones LIGO y VIRGO
en la detección de ondas gravitacionales [8], así como la captura de imágenes de agujeros
negros por parte del proyecto Event Horizon Telescope [32], han proporcionado informa-
ción astronómica precisa sobre los agujeros negros. Esto ha permitido poner a prueba las
predicciones teóricas de la relatividad general en relación con estos sistemas físicos, inclu-
yendo la métrica de los agujeros negros [33], el teorema de no pelo [34], y las propiedades
de los campos magnéticos entorno al horizonte de eventos [35].

Por otra parte, persiste el desafío de definir la entropía gravitacional, lo cual es cru-
cial para comprender la naturaleza de la gravitación, los agujeros negros astrofísicos [36]
y la evolución del universo [37, 38, 39]. Esta necesidad ha impulsado la propuesta de es-
timadores que permitan evaluar la entropía gravitacional no solo en agujeros negros, sino
también en otras regiones del espacio-tiempo. Dado que no se dispone de una teoría cuán-
tica de la gravedad, no es posible por el momento formular una mecánica estadística para
las propiedades termodinámicas del espacio-tiempo [36]. Por lo tanto, en los últimos años
se han propuesto varios estimadores clásicos basados en tensores de curvatura para deter-
minar la entropía gravitacional para distintas clases de regiones espacio-temporales, no
sólo aquellas que representan agujeros negros [40, 24, 41]. La validez de estos estimadores
es objeto de estudio actual [42, 43].

En este trabajo se evalúa la validez de dos estimadores propuestos en la literatura:
los estimadores de Weyl-Kretschmann [40] y Bel-Robinson [41], los cuales se presentan en
el capítulo 2 de esta tesis. Se analiza su compatibilidad con la segunda ley de la termodi-
námica en la transformación de un agujero negro de Schwarzschild a un agujero negro de
Reissner-Nordström al capturar una partícula con carga eléctrica, y en la transformación

Alan Alejandro Panuco Liñan



Capítulo 1. Introducción 4

de un agujero negro de Reissner-Nordström a un agujero negro de Schwarzschild al cap-
turar una partícula que tiene una carga eléctrica de misma magnitud que la del agujero
negro inicial, pero de signo opuesto.

1.2 Objetivo general

Determinar si en el proceso de transformación de un agujero negro de Schwarzschild
que absorbe una partícula cargada a un agujero negro de Reissner-Nordström la entropía
asociada al agujero negro aumenta. Asimismo, determinar si, en el proceso de transforma-
ción de un agujero negro de Reissner-Nordström que captura una partícula con la misma
carga en magnitud pero de signo contrario a la del agujero negro, la entropía gravitacional
aumenta al convertirse en un agujero negro de Schwarzschild.

1.3 Hipótesis

Los estimadores clásicos de entropía gravitacional asociados al tensor de Weyl y al
tensor de Bel-Robinson, respectivamente, cumplen la segunda ley de la termodinámica
de los agujeros negros en los procesos de transformación de un agujero negro de Sch-
warzschild que absorbe una partícula cargada a un agujero negro de Reissner-Nordström,
y de un agujero negro de Reissner-Nordström que captura una partícula con la misma
carga en magnitud pero de signo contrario a la del agujero negro a un agujero negro de
Schwarzschild..

1.4 Objetivos específicos

- Verificar que la expresión para la entropía de Bekenstein-Hawking satisface la
segunda ley de la termodinámica de los agujeros negros en el proceso de transformación
de un agujero negro de Schwarzschild a un agujero negro de Reissner-Nordström.

- Calcular la entropía para el agujero negro de Reissner-Nordström con el estimador
de Bel-Robinson.

- Determinar la entropía para el agujero negro de Reissner-Nordström con el esti-
mador de Weyl-Kretschmann.

Alan Alejandro Panuco Liñan
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- Comprobar que ambos estimadores cumplen la segunda ley de la termodinámica
de agujeros negros en el proceso de transformación de un agujero negro de Schwarzschild
a un agujero negro de Reissner-Nordström.

- Constatar que ambos estimadores cumplen la segunda ley de la termodinámica
de agujeros negros en el proceso de transformación de un agujero negro de Reissner-
Nordström a un agujero negro de Schwarzschild.

1.5 Justificación

Los agujeros negros existen en el universo y son los componentes básicos de la
mayor parte de los mecanismos que explican eventos extremos en astrofísica. Dado que
los agujeros negros son esencialmente regiones del espacio-tiempo donde la gravedad se
manifiesta en su forma más extrema, son los candidatos por excelencia para poner a prueba
nuestras representaciones de los fenómenos gravitatorios. En particular, si la gravitación
tiene asociada una entropía, distintos tipos de procesos de transformación entre agujeros
negros pueden ayudar a comprender la naturaleza de la entropía gravitacional a nivel
clásico.

Alan Alejandro Panuco Liñan



Capítulo 2

Marco teórico

En la física newtoniana el tiempo y el espacio se consideran entidades absolutas,
inalterables e independientes, que actúan como el escenario en el que ocurren los eventos
en el universo. De este modo, si elimináramos todos los cuerpos del universo, el tiempo y
el espacio seguirían existiendo. A pesar del éxito de esta teoría, no todos concordaban con
esta idea. Para Leibniz no existen el espacio y el tiempo como entidades independientes,
sino que son relaciones entre los cuerpos. Sin objetos en el universo desaparecerían el
espacio y el tiempo. Para Leibniz, el tiempo no es más que la medida del cambio de los
cuerpos, y si no hay cuerpos que cambien, no hay tiempo. Mientras que el espacio es la
medida de las relaciones espaciales entre cuerpos, y si no hay cuerpos, no hay espacio [44].

En relatividad especial, el tiempo y el espacio son relativos, dependientes del estado
de movimiento del observador [2], y forman parte de una entidad más general, denominada
espacio-tiempo, así como la electricidad y el magnetismo son manifestaciones diferentes
de una entidad mayor: el campo electromagnético. El espacio-tiempo es el sistema que
incluye a todos los eventos y se representa como una variedad real cuadridimensional
diferenciable [1].

En la relatividad general, el espacio-tiempo ya no se considera una entidad ajena a
los sistemas físicos, ya que interactúa con ellos. Esta interacción cambia las propiedades
del espacio-tiempo. Esencialmente, lo que hará la materia es curvar el espacio tiempo, de
modo que cambiará la métrica de Minkowski y, por ende, la norma de un vector en este
espacio vectorial se calculará de modo distinto. ¿Qué significa esto? Las trayectorias que
siguen las partículas libres (llamadas geodésicas) dependerán de la geometría (métrica)
del espacio-tiempo, la cual a su vez quedará determinada por la estructura ontológica del
universo. [1].

En este capítulo se presentarán algunos elementos básicos de la relatividad general
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Capítulo 2. Marco teórico 7

2.1 Relatividad general

La relatividad general está fundamentada matemáticamente en la geometría diferen-
cial. Esta rama de las matemáticas trabaja con variedades diferenciables. Una variedad,
es un espacio topológico que puede estudiarse localmente como un espacio euclidiano,
mientras que globalmente puede estar dotado de propiedades topológicas más complejas.
En la teoría de la relatividad general, la variedad diferencial que representa al espacio-
tiempo se dice que es pseudo-riemanniana, puesto que, localmente puede analizarse como
un espacio-tiempo de Minkowski. ”Localmente”significa que los elementos de los conjun-
tos abiertos en la variedad pueden ponerse en correspondencia biunívoca con elementos
de conjuntos abiertos en los reales.

Las características geométricas de la variedad topológica diferenciable que representa
al espacio-tiempo, son independientes de la elección de la carta coordenada y las relaciones
entre los elementos. Los isomorfismos (clase de morfismos que preservan la estructura) en
la categoría de variedades diferenciables son los difeomorfismos, los cuales nos permiten
hacer cambios de sistemas de coordenadas.

La información de la geometría del espacio-tiempo nos la da el tensor métrico, o
como comúnmente se le suele denominar: métrica. Con la métrica podemos analizar como
es la gravitación en una región dada. Para encontrar la métrica se precisa del tensor
energía-momento, el cual caracteriza a la materia existente en una región específica que
curva el espacio-tiempo y las ecuaciones de campo de Einstein [3],

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν , (2.1)

donde Rµν , gµν y Tµν son las componentes del tensor de Ricci, del tensor métrico y
del tensor energía-momento respectivamente. R es el escalar de Ricci, G es la constante
de la gravitación universal y c es la velocidad de la luz en el vacío.

Las ecuaciones de campo se pueden expresar de forma equivalente considerando que
T = gµνTµν como sigue,

Rµν =
8πG

c4

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
. (2.2)
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Capítulo 2. Marco teórico 8

2.2 Agujeros negros

Los agujeros negros son regiones del espacio-tiempo con una curvatura concreta y
su naturaleza no depende del sistema de coordenadas. Existen 3 propiedades físicas que
caracterizan a un agujero negro: masa, carga y momento angular.

A continuación se dará una definición formal de agujero negro que es independien-
te del sistema de coordenadas. Para ello, sin embargo, es necesario introducir algunos
conceptos preliminares (se utilizara la signatura (-,+,+,+) a lo largo de la tesis).

En cada punto de la variedad se tiene un espacio vectorial tangente, el cual posee un
producto interno inducido por el tensor métrico. A los espacios vectoriales con producto
interno se les llama álgebra vectorial. Con el producto tensorial se puede construir un
álgebra tensorial.

Def. Se dice que una curva en un espacio-tiempo es causal si y sólo si su vector
tangente v en cada punto de la curva g(v, v) ≤ 0.

Observación. Si se cumple la igualdad se dice que es tipo luz, si no, se dice que es
tipo tiempo. Un espacio-tiempo es orientable temporalmente si se puede definir un campo
vectorial suave no nulo tipo tiempo.

Dado un espacio-tiempo orientable temporalmente, se define su futuro causal para
todo punto de la variedad M como,

J+(p) = {q ∈ M | existe una curva causal de p a q}, (2.3)

y su pasado causal como,

J−(p) = {q ∈ M | existe una curva causal de q a p}, (2.4)

Dado un subconjunto A de M, se define su futuro causal como,

J+(A) =
⋃
p∈A

J+(p), (2.5)

y su pasado causal como,
J−(A) =

⋃
p∈A

J−(p). (2.6)
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El futuro global del espacio-tiempo M, se define como,

J+(M) =
⋃
p∈M

J+(p), (2.7)

y se denota como J +.

Def. Se dice que un subconjunto A de M es acronal si y sólo si no existen dos puntos
en A tal que estén conectados por una curva tipo tiempo.

Una superficie de Cauchy es una superficie acronal tal que toda curva causal en M
cruza con A únicamente una vez.

Un espacio-tiempo es globalmente hiperbólico si y sólo si admite una hipersuperficie
tipo espacio A ⊂ M que es una superficie de Cauchy para M.

Dado un espacio-tiempo tal que todas las geodésicas nulas que inician en una región
J− y finalizan en J+, se dice que representa un agujero negro sólo si existe una región desde
la cual ninguna geodésica nula puede alcanzar el espacio-tiempo futuro asintóticamente
plano, de manera equivalente, existe una región de M que está desconectada causalmente
del futuro global. La región del agujero negro BH ⊂ M de dicho espacio-tiempo es
BH = M− J−(J ) y el horizonte de eventos es BH = J−(J ) ∩M.

A continuación mostraremos algunas soluciones de las ecuaciones de campo de Eins-
tein que representan agujeros negros.

2.2.1 Agujero negro de Schwarzschild

Karl Schwarzschild resolvió las ecuaciones de campo en el vacío, para una distri-
bución de masa M con simetría esférica y obtuvo una solución que se denomina como
métrica de Schwarzschild. El elemento de linea asociado a esta métrica en coordenadas
(t, r, θ, φ) es el siguiente [11, 12],

ds2 = −
(
1− 2GM

rc2

)
c2dt2 +

(
1− 2GM

rc2

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2). (2.8)

Notar que tenemos dos singularidades en r = 0 y r = 2GM
c2

. Si aplicamos un cambio
de coordenadas adecuado podemos ver que la singularidad en r = 2GM

c2
desaparece (a esta

clase de singularidad se dice que es de coordenadas). Este valor se denomina radio de
Schwarzschild y se denota como rs.
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Figura 1: Diagrama de “embedding” de un agujero negro de Schwarzschild [1].

La singularidad en r = 0 es esencial, no importa qué sistema de coordenadas se nos
ocurra, siempre estará presente. Esta singularidad representa un aspecto geométrico de la
variedad topológica, no necesariamente del espacio-tiempo.

Si la masa de un objeto está contenida en un radio menor que r = 2GM
c2

, se forma
un agujero negro. Los eventos de la región entre r = 0 y r = 2GM

c2
son inaccesibles para

un observador fuera de dicha región. La superficie asociada a la singularidad coordenada
se la denomina horizonte de eventos.

La figura (1) ilustra un diagrama de “embedding” para el agujero negro de Schwarzs-
child, el cual es una simplificación bidimensional para vislumbrar un poco la orientación
de los conos de luz. Los conos de luz delimitan la región del espacio-tiempo que deben
seguir las trayectorias de las partículas materiales. Como puede observarse en la imagen,
los conos de luz se van inclinando a medida que se acercan al horizonte de eventos. Una
vez que cruzan el horizonte de eventos, las partículas solo pueden moverse hacía el interior
del agujero negro.

2.2.2 Agujero negro de Kerr

Otra solución de vacío de las ecuaciones de campo es la métrica de Kerr que co-
rresponde a un cuerpo de masa M y momento angular por unidad de masa a, con un
momento angular J =Mca. El elemento de línea asociado a esta métrica en coordenadas
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de Boyer-Lindquist viene dado por [22],

ds2 = −gttdt2 − 2gtφdtdφ+ gφφdφ
2 + Σ∆−1dr2 + Σdθ2, (2.9)

donde
gtt = c2 − 2GMrΣ−1, (2.10)

gtφ = 2GMac−2Σ−1rsin2θ, (2.11)

gφφ = [(r2 + a2c−2)2 − a2c−2∆sin2θ]Σ−1sin2θ, (2.12)

Σ ≡ r2 + a2c−2cos2θ, (2.13)

∆ ≡ r2 − 2GMc−2r + a2c−2. (2.14)

Figura 2: Diagrama de “embeding” bidimensional del agujero negro de Kerr [1].

Para encontrar las singularidades no esenciales (de coordenadas) para esta solución,
tenemos que hallar los valores que hacen que se cumpla que,

∆ = 0, (2.15)

r2 − 2GMc−2r + a2c−2 = 0. (2.16)

Resolviendo, tenemos que,

r± = GMc−2 ±
√
(GMc−2)2 − a2c−2. (2.17)
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Las dos raíces corresponden a dos horizontes de eventos distintos. Si hacemos a = 0,
el horizonte interno coincide con r = 0 y el horizonte externo coincide con el horizonte en
la solución de Schwarzschild.

La singularidad esencial corresponde a Σ = 0, esto es,

r2 + a2c−2cos2θ = 0. (2.18)

La igualdad se cumple si r = 0 y θ = π
2
.

Transformando la expresión anterior a coordenadas cartesianas,

x2 + y2 = a2c−2. (2.19)

La relación anterior corresponde a una circunferencia de radio a/c con centro en el
origen. Lo interesante es que a diferencia del caso de la métrica de Schwarzschild donde
la singularidad es puntual, en este caso, la singularidad es anular, como se visualiza en la
Figura 2.

2.2.3 Agujero negro de Reissner-Nordström

Otra solución de las ecuaciones importante para el desarrollo de la presente investi-
gación es la métrica de Reissner-Nordström; esta solución posee simetría esférica, al igual
que la métrica de Schwarzschild, sin embargo, no es una solución de vacío, ya que el cuerpo
además de masaM posee una carga eléctrica Q, la cual genera un campo eléctrico alrede-
dor del cuerpo esférico. El elemento de línea asociado a la métrica de Reissner-Nordström
en coordenadas (t, r, θ, φ) está dado como sigue [20],

ds2 = −∆c2dt2 +∆−1dr2 + r2dΩ2, (2.20)

donde
∆ = 1− 2GM

rc2
+
q2

r2
, (2.21)

y

q2 =
GQ2

4πε0c4
, (2.22)

siendo ε0 es la constante de la permeabilidad eléctrica en el vacío.
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La métrica tiene una singularidad esencial en r = 0, y también dos singularidades
no esenciales cuando ∆ = 0, esto es,

r2 − 2GM

c2
r + q2 = 0, (2.23)

−→

r =
GM

c2
±
√

(GM)2

c4
− q2. (2.24)

Sea rg = GM
c2

,
r± = rg ±

√
r2g − q2. (2.25)

Similarmente al agujero negro de Kerr, hay 2 singularidades no esenciales, es decir,
dos horizontes de eventos. Es fácil ver que si q = 0, entonces r− = 0 y r+ = 2GM

c2
, lo cual

es consistente ya que devuelve los valores singulares para Schwarzschild.

A partir de (2.25) vemos 3 escenarios posibles:

1. rg > q. Entonces tenemos dos horizontes de eventos.

2. rg = q. Entonces tenemos que los dos horizontes de eventos coinciden. A este tipo
de agujeros negros se les conoce como agujeros negros extrémales.

3. rg = q. En este caso, tenemos la raíz de una cantidad negativa en la ecuación (2.25).
Esto se interpreta como que no se forman horizontes de eventos, y se tiene una
singularidad desnuda.

En esta tesis, sólo tendremos en cuenta el primer caso.

En la figura (3) se ilustran las diferentes regiones del espacio-tiempo asociadas a la
métrica de Reissner-Nordström.
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Figura 3: Diagrama de “embeding” bidimensional del agujero negro de Reissner-
Nordström [1].

2.3 Termodinámica de agujeros negros

Hawking, al aplicar teoría cuántica de campos al horizonte de eventos, predijo una
radiación térmica. De este modo, es posible atribuir una temperatura al horizonte de
eventos [45, 14],

ΘH =
~c3

8πGkbM
, (2.26)

donde ~ y kb son las constantes de Planck y de Boltzmann, respectivamente.

Notar que

ĺım
M→∞

ΘH = ĺım
M→∞

~c3

8πGkbM
= 0. (2.27)

La temperatura del horizonte de eventos es inversamente proporcional a la masa
del agujero negro. La radiación de Hawking, implica que un agujero negro puede llegar a
evaporarse en un lapso de tiempo finito.

Previo al descubrimiento teórico de esta radiación térimica, Bekenstein notó que el
área del horizonte de eventos de un agujero no podía disminuir, puesto que el proceso de
una partícula cayendo al agujero negro es irreversible. Al darse cuenta de la semejanza
entre las propiedades del área del horizonte de eventos y la entropía, propuso la siguiente
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relación [16],

SBH =
kBc

3

4~G
A. (2.28)

Bardeen et al. formularon las 4 leyes de la termodinámica de agujeros negros [30],
mediante una analogía entre área y entropía. Estas son:

Ley cero (equilibrio térmico): La gravedad superficial k (temperatura) de un agujero
negro estacionario axialmente simétrico es constante en todo punto de su superficie.

Primera ley (conservación de la energía): Cuando un sistema que contiene un
agujero negro cambia de un estado estacionario a otro, su masa varía como,

dM = ΘdSBH + ΩdJ + ΦdQ+ δq, (2.29)

donde dJ y dQ son las variaciones del momento angular total J y de la carga eléctrica
total Q del agujero negro, respectivamente, y δq es la contribución al cambio en la masa
total debido al cambio en la distribución estacionaria de materia exterior al agujero negro.

Segunda ley (la entropía nunca decrece): En cualquier proceso clásico, el área de
un agujero negro A nunca decrece (por la relación que propuso Bekenstein), y por ende
su entropía tampoco decrece, esto es,

∆SBH ≥ 0. (2.30)

Los agujeros negros emiten radiación térmica, de modo que el área del horizonte de
sucesos disminuirá. Eventualmente el agujero negro se evaporará incrementando la entro-
pía del medio circundante, y por la relación que propuso Bekenstein la entopía asociada
al horizonte de sucesos será menor, violando así la segunda ley, de modo que esta última
se reformuló como:

Segunda ley generalizada: En cualquier proceso físico que involucre agujeros
negros, la entropía generalizada S̃ no decrece,

∆S̃ = ∆SBH +∆SM ≥ 0, (2.31)

donde SBH es la entropía asociada al área del horizonte de sucesos de un agujero negro y
SM es la entropía asociada a la materia y la radiación que emite el agujero negro.

Tercera ley (ley de Nerst): Es imposible mediante algún procedimiento, sin im-
portar cuan idealizado sea, reducir la temperatura de un agujero negro a cero en una
secuencia finita de operaciones.
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Por el resto de la tesis se trabajará con unidades naturales; kB = c = ~ = k = G = 1.

2.4 Masa irreducible

La masa M de un agujero negro de momento angular J y carga Q está dada por
[26, 46],

M2 =

(
Mir +

Q2

4Mir

)2

+
J2

4M2
ir

(2.32)

donde Mir es la masa irreducible de un agujero negro,

Mir =
1

2

√
r2+ + J2. (2.33)

En la física de agujeros negros podemos pensar en dos tipos de procesos: reversibles
e irreversibles. Los primeros son aquellos que dejan igual la masa irreducible, mientras
que los segundos son aquellos en los cuales la masa irreducible se incrementa. Las pro-
piedades que caracterizan los agujeros negros son: masa, momento angular y carga. Estas
magnitudes pueden disminuir o aumentar, no obstante, la masa irreducible no disminuye
bajo ninguna transformación. Notar que para un agujero negro de Schwarzschild se tiene
que Q = 0 y J = 0, de modo que la masa irreducible coincide con la masa habitual.

2.5 Conjetura de Weyl

La termodinámica trata fundamentalmente de las transformaciones del calor en tra-
bajo mecánico y de las transformaciones del trabajo mecánico en calor. Sabemos actual-
mente que la explicación última debe buscarse en la interpretación cinética, que reduce
todos los fenómenos térmicos a los movimientos desordenados de átomos y moléculas. Al
ser una cantidad ingente de partículas, sólo se consideran las propiedades en promedio.
La rama de la mecánica que se encarga de estudiar esto es la mecánica estadística. El
enfoque de la termodinámica pura es diferente. Las leyes se toman aquí como postulados
basados en la evidencia experimental y a partir de ellos se deducen conclusiones [47]. La
termodinámica pura estudia las propiedades macroscópicas de los sistemas materiales:
temperatura, presión, volumen, etc. Asimismo existe una propiedad atribuida a los proce-
sos físicos denominada entropía. Dicha propiedad es una cantidad escalar que dictamina
el grado de ordenamiento de un sistema físico. Un sistema físico que está en equilibrio
termodinámico, también posee entropía máxima.
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El sistema físico más grande que puede ser estudiado es el universo. Sabemos gracias
al desarrollo de la astronomía observacional que el universo primigenio era homogéneo,
caliente y además materia y radiación estaban en equilibrio termodinámico, o lo que es
lo mismo; en un estado de entropía máxima. Entonces ¿cómo pudo seguir evolucionando?
Esta aparente paradoja podría resolverse asignando una entropía a la gravedad tal como
sugirió Penrose [25].

Penrose conjeturó que a partir del tensor de Weyl, en principio, es factible mediante
operaciones propias del álgebra tensorial, construir un tensor de orden cero, o lo que es lo
mismo, un escalar que podría servir para cuantificar la entropía asociada a la gravitación.
El tensor de Weyl es cero en los modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, el cual
describe bien la geometría del espacio-tiempo a grandes escalas suponiendo un universo
homogéneo e isotropo tal que como se supone era en las épocas primordiales [40].

Entonces volviendo a la cuestión de cómo el universo pudo seguir evolucionando si
la entropía era máxima, la que realmente era máxima es la entropía asociada a los objetos
materiales, no al espacio-tiempo. De tal manera que el universo continuó su evolución
porque la entropía gravitacional estaba lejos de ser máxima.

La entropía de la materia está fundamentada en la termodinámica clásica, que a su
vez está fundamentada en la física estadística, la cual está desarrollada en parte por la
mecánica cuántica. Como no poseemos una teoría cuántica de la gravitación, no podemos
desarrollar una física estadística para el espacio-tiempo; sin embargo, en principio es
factible construir un estimador clásico para la entropía gravitacional, y si Penrose tenía
razón, entonces debe estar involucrado el tensor de Weyl [25].

El tensor de Weyl es un tensor de tipo (0,4) que contiene las componentes indepen-
dientes del tensor de Riemann que no son capturadas por el tensor de Ricci. El tensor de
Weyl puede ser obtenido a través del tensor de Riemann. El tensor de Riemann tiene 20
componentes independientes, 10 de las cuales están dadas por el tensor de Ricci y el resto
por el tensor de Weyl [24]:

Cabcd = Rabcd +
2

n− 2
(ga[cRd]b − gb[cRd]a) +

2

(n− 1)(n− 2)
Rga[cgd]b, (2.34)

donde Rabcd son las componentes del tensor de Riemann, Rab son las componentes del
tensor de Ricci, R es el escalar de Riemann, [] se refiere a la parte antisimétrica, y n es el
numero de dimensiones del espacio-tiempo.
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El comportamiento del tensor de Weyl es el esperado para la entropía gravitacional:
es cero en el modelo homogéneo de Friedmann Robertson-Walker y es grande en el espacio-
tiempo de Schwarzschild [24].

2.6 Estimadores de entropía gravitacional

La expresión de la entropía de Bekenstein-Hawking es válida únicamente sobre el
horizonte de eventos. Para cualquier otra región del espacio-tiempo, no aplica la expresión
[16]. Entonces surge la pregunta: ¿cómo determinar el valor de la entropía en una región
diferente al horizonte de eventos? Para poder abordar esta cuestión se precisa de un
estimador clásico.

Un estimador para la entropía gravitacional deberá poseer las siguientes caracterís-
ticas [41]:

Debe ser definido positivo.

Debe ser nulo si y sólo si Cabcd = 0.

Debe medir localmente la anisotropía para un campo gravitacional libre.

Debe reproducir la entropía de Bekenstein-Hawking para agujeros negros.

Debe crecer monótonamente a medida que se forman estructuras en el universo.

A continuación presentaremos dos estimadores clásicos para la entropía gravitacio-
nal.

2.7 Estimador de Weyl-Kretschmann

Consideremos que la entropía de Bekenstein-Hawking es parte de una descripción
más general. Como la entropía es proporcional al área de un horizonte de eventos, se
propone que ésta puede ser expresada como una integral de superficie de algún campo
vectorial tridimensional ~Ψ sobre algún horizonte ~σ [40] ,

S = ks

∫
σ

ψidσi, (2.35)

donde ks es una constante a determinar. Queremos hallar un campo vectorial ~Ψ tal que
brinde una descripción convincente de la entropía de un agujero negro.
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Para definir una entropía gravitacional reescribimos la integral (2.35) usando el
teorema de la divergencia, ∫

σ

ψidσi =

∫
V

∇iΨidV. (2.36)

Se define la densidad de entropía como,

s := ks∇iΨi. (2.37)

Como en esta tesis se trabajará con espacios-tiempos esféricamente simétricos el
campo vectorial sólo tiene componente radial ~er, esto es,

~Ψ = P ~er. (2.38)

Por la conjetura de Penrose, se busca obtener P a través de algún escalar asociado
al tensor de Weyl. Usaremos la contracción del tensor Weyl consigo mismo, esto es,

W = CabcdCabcd. (2.39)

Este escalar se denomina escalar de Weyl.

También haremos uso del escalar de Kretschmann.

K = RabcdRabcd. (2.40)

Se propone:

P 2 =
CabcdCabcd

RabcdRabcd

. (2.41)

Para espacios-tiempos esféricamente simétricos y estáticos se tiene que 0 ≤ P 2 ≤ 1.
Esto puede estar relacionado para estados de mínima y máxima entropía.

Notar que cualquier componente de un tensor es un escalar, es decir, un elemento
del campo sobre el cual se define el espacio tensorial. La diferencia con el escalar (2.39),
es que este ya no forma parte de un objeto más general.
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2.7.1 Estimador de Weyl-Kretschmann aplicado a agujeros
negros

Agujero negro de Schwarzschild

Rudjord et al. aplicaron el estimador a la solución de Schwarzschild [40]. Dado que
la solución es de vacío, el tensor de Riemann y el de Weyl son iguales, por lo que P 2 =

1 ¿Corresponde entonces a una configuración de entropía máxima? El campo vectorial
evaluado en el radio del horizonte de eventos rs nos tiene que reproducir la entropía de
Bekenstein-Hawking, esto es,

S = ks

∫
σ

ψidσi = ks

∫
σ

(r2s − ε2)senθdθdφ. (2.42)

Como se tiene una singularidad en el origen de coordenadas se tiene que integrar
sobre una esfera de radio ε centrada en el origen y luego restársela a la integral (2.35),
para posteriormente tomar el límite en el que épsilon tiende a cero.

S = ks4π(r
2
s − ε2). (2.43)

Tomando el límite cuando ε→ 0.

S = ks4πr
2
s = ksA. (2.44)

Comparando con la expresión de la entropía de Bekenstein-Hawking (2.28), entonces

ks =
kBc

3

4~G
. (2.45)

Se calcula ahora la densidad de entropía en el espacio-tiempo de Schwarzschild. De
la definición (2.37) veamos que,

s = ks∇iΨi = ks
1√
h

∂

∂r
(
√
h
P

hrr
), (2.46)

s =
2ks
r

√
1− rs

r
. (2.47)

Si r → ∞ entonces s → 0, lo cual tiene sentido ya que en el límite al infinito la
métrica se reduce a la de Minkowski: un espacio-tiempo cuya curvatura es nula.
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Agujero negro de Reissner-Nordström

Como se vio anteriormente, el agujero negro de Reissner-Nordström se caracteriza
por una masaM y una carga fuente Q, de modo que generará un campo eléctrico, dejando
de ser una solución de vacío. Notar que como es un caso estático, no rota, de modo que no
posee campo magnético. El estimador ya ha sido aplicado a este agujero negro [24, 40].

De la ecuación (2.41), se tiene que necesitamos el escalar de Kretschmann y Weyl
en el espacio-tiempo de Reissner-Nordström (se hace uso de naturales) los cuales tienen
los valores siguientes,

CabcdCabcd =
48

r8
(Q2 −Mr)2, (2.48)

RabcdRabcd =
8

r8
(6M2r2 − 12MrQ2 + 7Q4). (2.49)

Sustituyendo en (2.41), obtenemos,

P 2 =
48
r8
(Q2 −Mr)2

8
r8
(6M2r2 − 12MrQ2 + 7Q4)

, (2.50)

P 2 =
6M2r2 − 12MrQ2 + 6Q4

6M2r2 − 12MrQ2 + 7Q4
. (2.51)

Sumando y restando Q4 en el numerador, y separando términos se tiene que,

P 2 =
6M2r2 − 12MrQ2 + 7Q4

6M2r2 − 12MrQ2 + 7Q4
+

−Q4

6M2r2 − 12MrQ2 + 7Q4
, (2.52)

P 2 = 1− Q4

6M2r2 − 12MrQ2 + 7Q4
. (2.53)

De esta expresión podemos observar que en el caso de Reissner-Nordström la entropía
ya no puede corresponder al estado de máxima entropía, claro, si lo que se sugirió es
correcto.

Recordemos que el campo vectorial ~Ψ es tridimensional, de modo que precisamos de
la parte espacial del tensor métrico.

Las componentes de la parte espacial del tensor métrico se definen como,

hij = gij −
gi0gj0
g00

, (2.54)
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con i, j = 1, 2, 3. El elemento infinitesimal de superficie asociado a la parte espacial de la
métrica está dado como,

dσ =

√
h√
hrr

dθdφ. (2.55)

Las componentes de la parte espacial de la métrica de Reissner-Nordström se pueden
arreglar en una matriz diagonal tal que,

hij = diag

(
(1− rs

r
+
Q2

r2
), r2, r2senθ

)
, (2.56)

de modo que el diferencial de superficie queda como dσ = r2senθdθdφ, lo cual tiene sentido
ya que se trabajó en coordenadas esféricas.

Calculando la entropía para el horizonte de eventos externo,

S+ = kRN

∫ π

0

∫ 2π

0

P (r+)r
2
+senθdθdφ− kRN

∫ π

0

∫ 2π

0

P (ε)ε2senθdθdφ, (2.57)

S+ = kRN(P (r+)r
2
+ − P (ε)ε2)

∫ π

0

∫ 2π

0

senθdθdφ, (2.58)

tomando el límite cuando ε→ 0, entonces,

S+ = kRNP (r+)r
2
+

∫ π

0

∫ 2π

0

senθdθdφ. (2.59)

Por lo tanto

S+ = kRN4πr
2
+

√
1− Q4

6M2r2+ − 12Mr+Q2 + 7Q4
(2.60)

.

Nótese que este resultado para la entropía sobre el horizonte de eventos, es menor
que la entropía de Bekenstein-Hawking. Recordar que si Q = 0, el horizonte de eventos
externo pasa a ser el radio de Schwarzschild. De tal manera que si Q → 0, entonces la
ecuación (2.60) se reduce a (2.44), y nos devuelve la expresión para la entropía sobre el
horizonte de eventos en el agujero negro de Schwarzschild.
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De (2.37) se puede calcular la densidad de entropía gravitacional del espacio-tiempo,

sRN = kRN

∣∣∣∣∣ 1r2
√(

1− rs
r
+
Q2

r2

)
∂

∂r
(r2P )

∣∣∣∣∣ , (2.61)

notar que,
∂

∂r
(r2P ) = 2rP + r2

∂P

∂r
, (2.62)

definiendo

2rP := sRN1 = 2r

√
1− Q4

6M2r2 − 12MrQ2 + 7Q4
, (2.63)

r2
∂P

∂r
:= sRN2 =

1

2
r2

[ √
6r2Q4M

(6r2 − 12rQ2 + 7Q4)
3
2

]
. (2.64)

Obsérvese que si Q → 0, entonces se obtiene la expresión para la densidad de
entropía gravitacional para un agujero negro de Schwarzschild.

El estimador de Weyl-Kretschmann ha sido analizado en otros espacios tiempos. A
continuación mencionaremos algunos de estos análisis asociados a objetos compactos.

Chakraborty et al. aplicaron el estimador a distintas clases de agujeros de gusano
encontrando resultados viables para la entropía gravitacional [43]. En particular se analizó
el agujero de gusano de Ellis, el agujero de gusano de Darmour-Solodukhin, la metrica
exponencial de agujero de gusano y el agujero de gusano NUT.

Pérez et al. estudiaron las propiedades termodinámicas en el interior de un agujero
negro regular bajo condiciones específicas, también se aplicó el estimador a un espacio
tiempo de Schwarzschild-deSitter obteniendo un comportamiento adecuado para la entro-
pía gravitacional.

Romero et al. analizaron el estimador para el agujero negro de Kerr [24], pero la
formulación tuvo que ser modificada ya que la densidad de entropía divergía, por lo que el
escalar P tuvo que ser redefinido como el escalar de Weyl, dando una descripción razonable
de la densidad de entropía gravitacional.

2.8 Estimador de Bel-Robinson

Le definición que postula Clifton et al. [41] está motivada por una analogía con la
termodinámica clásica,

TgravdSgrav = dUgrav + pgravdV, (2.65)
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donde Tgrav, Sgrav, Ugrav y pgrav denotan la temperatura efectiva, entropía, energía interna
y presión isotrópica del campo gravitacional, respectivamente, y V es el volumen espacial.

El estimador depende del marco de referencia, de tal manera que precisaremos de un
vector unitario tipo tiempo ua y un vector unitario tipo espacio za; el vector z se elije de
modo que que sea ortogonal a la colección de hipersuperficies generada cuando hacemos
t constante y esté alineado con la tetrada principal de Weyl.

El tensor de Bel-Robinson es un elemento de un álgebra tensorial tal que sus com-
ponentes están dadas como sigue,

Tabcd =
1

4

(
CeabfC

e
cd

f + C∗
eabfC

∗
e
f
cd

)
, (2.66)

donde Cabcd es el tensor de Weyl. A partir de él, se deduce las expresiones para pgrav

y ρgrav, las cuales dependerán de la clase de espacio-tiempo que se está tratando. Las
métricas que representan agujeros negros son campos gravitacionales tipo Coulomb.

Las expresiones para pgrav y ρgrav para espacios-tiempos tipo Coulomb tienen la
siguiente forma,

8πρgrav = 2α

√
2W

3
, (2.67)

pgrav = 0, (2.68)

donde α es un escalar constante y W (no confundir con el escalar de Weyl) es la “super-
densidad de energía”. La cual está dada por,

W =
1

4

(
Eb

aE
a
b +Hb

aH
a
b

)
, (2.69)

donde Eab y Hab son las partes eléctrica y magnética del tensor de Weyl, respectivamente
(en analogía con la descomposición del tensor de Maxwell en parte eléctrica y magnética);
las expresiones para Eab y Hab tienen la forma,

Eab = Cacbdu
cud, (2.70)

Hab =
1

2
ηacdC

cd
beu

cue, (2.71)

donde ηabc = ηabcdu
d es el tensor alternante espacial (ηabcd = η[abcd], η0123 =

√
|gab|). Eab y

Hab son simétricos sin traza y ortogonales a ua.

Para definir la temperatura se hace uso de resultados de la termodinámica de agu-
jeros negros y teoría cuántica de campos en espacios-tiempos curvos. La definición es de
tal manera que es local (en lugar de ser válida para horizontes solamente) y en los límites
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correctos reproduce los resultados de los cálculos semiclásicos en los espacios-tiempos de
Schwarzschild y de Sitter. Por lo tanto se puede determinar la temperatura en cualquier
punto del espacio-tiempo a través de la siguiente ecuación,

Tgrav =
|ua;blakb|

π
. (2.72)

donde
ka =

1√
2
(ua + za), (2.73)

la =
1√
2
(ua − za). (2.74)

Clifton et al. construyeron una ecuación termodinámica fundamental de la forma
(2.65). En presencia de un campo de fluido perfecto de materia, se tiene que,

Tgravṡ = ˙(ρgravv), (2.75)

donde el punto denota la derivada total.

Antes de mostrar la aplicación del estimador a agujeros negros introduciremos un
sistema de coordenadas que será de utilidad.

2.8.1 Coordenadas de Painlevé-Gullstrand

Cualquier espacio-tiempo estático con simetría esférica puede ser escrito de forma
canónica sin pérdida de generalidad como [48],

ds2 = −N2(r)dt2 + grr(r)dr
2 + r2dΩ2. (2.76)

Informalmente un espacio-tiempo se dice que es estático si y sólo si el tensor métrico
es independiente del tiempo y además no rota.

Si la geometría contiene un horizonte, se tiene que,

N2 = eΦ(r)

(
1− b(r)

r

)
, (2.77)

grr =

(
1− b(r)

r

)−1

, (2.78)
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esto es,

ds2 = −e2Φ(r)

(
1− b(r)

r

)
dt2 +

(
1− b(r)

r

)−1

dr2 + r2dΩ2. (2.79)

Esta métrica tiene horizontes en los valores de r que satisfacen b(rH) = rH . Si un
horizonte está presente, la geometría describe un agujero negro [48].

Para un espacio-tiempo esféricamente simétrico dependiente del tiempo, es natural
escribir [49]

ds2 = −e2Φ(r,t)

(
1− b(r, t)

r

)
dt2 +

(
1− b(r, t)

r

)−1

dr2 + r2dΩ2. (2.80)

Cualquier métrica esféricamente simétrica se puede escribir en términos de dos fun-
ciones desconocidas y aquí se están haciendo dependientes del tiempo. La localización del
horizonte ahora corresponde con los valores que cumplan b(rH(t)) = rH(t).

Conocer la evolución del horizonte rH(t) resulta imposible, ya que la matriz de
coeficientes métricos tiene un determinante nulo, o lo que es lo mismo, es una matriz
singular en el horizonte. Para lidiar con esta dificultad se opta por usar un sistema de
coordenadas que se comporte bien en el horizonte. Entre estos sistemas encontramos el
de Painlevé-Gullstrand (PG).

Partiendo de (2.80) se realiza el cambio de coordenadas t → T (r, t), donde T es el
tiempo en PG. Tomando el diferencial total de T , se tiene que,

dT =
∂T

∂t
dt+

∂T

∂r
dr. (2.81)

Se define ∂T
∂t

= Ṫ y ∂T
∂r

= T ′. Despejando dt,

dt =
1

Ṫ
dT − T ′

Ṫ
dr, (2.82)

sustituyendo en (2.80), se tiene,

ds2 = −e2Φ(r,t)

(
1− b(r, t)

r

)(
1

Ṫ
dT − T ′

Ṫ
dr

)2

+

(
1− b(r, t)

r

)−1

dr2 + r2dΩ2. (2.83)

Desarrollando y exigiendo que grr=1, se llega a la condición.

T ′ = ±
√
b(r, t)/r

1− b(r, t)/r
eΦ(r,t)Ṫ . (2.84)
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Esta es una ecuación diferencial parcial, lineal y homogénea de primer orden para
T (r, t). Imponer (2.84) implica que.

gTr = ±e
−Φ(r,t)

Ṫ

√
b(r, t)/r, (2.85)

que se puede escribir como,

gTr = ±C(r, T )
√
b(r, T )/r ≡ v(r, T ); (2.86)

esto define implícitamente a c(r, T ) y conduce a,

gTT = −(C(r, T )2 − v(r, T )2). (2.87)

Por lo tanto la métrica final, ahora en forma de PG, esta dada como,

ds2 = −[C(r, T )2 − v(r, T )2]dT 2 + 2v(r, T )drdT + dr2 + r2dΩ2. (2.88)

Cualquier espacio-tiempo esféricamente simétrico, independientemente de si es es-
tático o no, siempre puede ponerse localmente en la forma (2.88).

Nótese que la métrica de Schwarzschild estática se obtiene tomando C = 1 y
v(r, T ) = −

√
2M
r
, esto es

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dT 2 − 2

√
2M

r
drdT + dr2 + r2dΩ2. (2.89)

De forma explícita el tiempo de las coordenadas de Schwarzschild y el tiempo de las
coordenadas de PG se relacionan de la siguiente forma [50].

T = t+ 2rs

(√
r

rs
+

1

2
ln

∣∣∣∣∣
√
r/rs − 1√
r/rs + 1

∣∣∣∣∣
)
. (2.90)

2.8.2 Estimador de Bel-Robinson aplicado a agujeros negros

Agujero negro de Schwarzschild

El estimador de Bel-Robinson ya fue aplicado al espacio-tiempo Schwarzschild [41].
Como se mencionó anteriormente, es posible hacer cambios de coordenadas para los ten-
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sores métricos. Para calcular la entropía de Schwarzschild se trabaja en las coordenadas
de Gullstrand-Painlevé (T, r, θ, φ) donde la metrica tiene la forma (2.89).

La representación matricial del tensor métrico es,

gµv =


−(1− 2M

r
) −

√
2M
r

0 0

−
√

2M
r

1 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

 , (2.91)

el determinante es |gµv| = −r4 sin2 θ, y su inversa está dada como,

gµv =


−1 −

√
2M
r

0 0

−
√

2M
r

(1− 2M
r
) 0 0

0 0 r−2 0

0 0 0 r−2 sin−2 θ

 . (2.92)

Este sistema de coordenadas admite hipersuperficies con t constante que intersectan
el horizonte, y tienen geometría euclideana. Se eligen los siguientes vectores unitarios ua

y zb.

ua =

0;
1√

|1− 2M
r
|
, 0, 0

 , (2.93)

za =

 1√
|1− 2M

r
|
; 0, 0, 0

 . (2.94)

Estos vectores satisfacen que en la región r < 2m; uaua = −1, zaza = 1 y uaza =

0. Entonces de (2.67) y (2.72) se tiene que la densidad de energía gravitacional y la
temperatura en cada punto de la región r < 2m están dadas como,

8πρgrav = α
2M

r3
, (2.95)

Tgrav =
M

2πr2
√

|1− 2M
r
|
. (2.96)

La ecuación (2.75) no puede ser aplicada a espacios-tiempos estacionarios ya que
involucra estrictamente cambios en las cantidades termodinámicas a lo largo del tiempo.
Por lo tanto se elige comparar dos espacios-tiempos distintos estacionarios de agujeros
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negros que podrían representar la gravitación antes y después de que una pequeña cantidad
de masa sea agregada al agujero negro. Entonces (2.75) toma la forma,

δsgrav =
δ(ρgravv)

Tgrav
. (2.97)

Calculando la entropía gravitacional integrando en el volumen V encerrado por el
horizonte de eventos (se ha tomado v = zaηabcddx

bdxcdxd),

Sgrav =

∫
V

sgrav =

∫
V

ρgravv

Tgrav
=

∫
V

αr

2
senθdrdθdφ, (2.98)

Sgrav = α
Ahor

4
. (2.99)

Nótese que si se cumple que α = 1, entonces se obtiene la siguiente expresión para la
entropía gravitacional del agujero negro de Schwarzschild, y como se pedía en los criterios
que debe cumplir el estimador, es igual a la entropía de Bekenstein-Hawking,

Sgrav =
Ahor

4
. (2.100)

El estimador de Bel-Robinson ha sido aplicado en otros espacios tiempos. A conti-
nuación mencionaremos algunos de estos análisis asociados a objetos compactos.

Chakraborty et al. evaluaron el estimador a distintos tipos de agujeros de gusano
encontrando resultados viables para la entropía gravitacional [43]. Se aplicó al agujero de
gusano de Ellis, pero la temperatura gravitacional dio cero, haciendo imposible calcular
la entropía gravitacional, para resolver este problema, introdujeron otra expresión para
la temperatura que les permitió determinar la entropía gravitacional. También se aplicó
el estimador al agujero de gusano de Darmour-Solodukhin, y para la métrica exponencial
de agujero de gusano y al agujero negro NUT. En este último, la entropía arroja varias
expresiones, al ser la métrica no estrictamente Petrov tipo D.

Pérez et al. aplicaron el estimador al agujero negro de Kerr, calcularon la superdensi-
dad de energía, la temperatura y la entropía gravitacional. Sin embargo, para los vectores
elegidos la entropía gravitacional no está definida correctamente, aún el estimador podría
arrojar un resultado apropiado bajo otro marco de referencia. [42, 51].
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Metodología

En esta tesis se investiga si los estimadores clásicos de entropía gravitacional, el
estimador de Weyl-Kretschmann y el estimador de Bel-Robinson, satisfacen la segunda
ley de la termodinámica de los agujeros negros estudiando el proceso de transformación
de un agujero negro de Schwarzschild a un agujero negro de Reissner-Nordström. Para
ello, se ha seguido la siguiente metodología:

1. Determinación del valor en que aumenta la masa irreducible en transformaciones
que involucren agujeros negros de Reissner-Nordström.

2. Empleo del estimador de Bel-Robinson a un agujero negro de Reissner-Nordström.

3. Comprobación de si el estimador de Bel-Robinson reproduce la entropía de Bekenstein-
Hawking para un agujero negro de Reissner-Nordström.

4. Estudio del cambio de entropía gravitacional en la transformación de un agujero
negro de Schwarzschild a un agujero negro de Reissner-Nordström empleando el
estimador de Weyl-Kretschmann.

5. Estudio del cambio de entropía gravitacional en la transformación de un agujero
negro de Schwarzschild a un agujero negro de Reissner-Nordström empleando el
estimador de Bel-Robinson.

6. Estudio del cambio de entropía gravitacional en la transformación de un agujero
negro de Reissner-Nordström a un agujero negro de Schwarzschild empleando el
estimador de Weyl-Kretschmann.

7. Estudio del cambio de entropía gravitacional en la transformación de un agujero
negro de Reissner-Nordström a un agujero negro de Schwarzschild empleando el
estimador de Bel-Robinson.

8. Comprobación de que el estimador de Weyl-Kretschmann satisface la segunda ley
de la termodinámica de los agujeros negros en ambos procesos de transformación.
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9. Comprobación de que el estimador de Bel-Robinson satisface la segunda ley de la
termodinámica de los agujeros negros en ambos procesos de transformación.
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Resultados

Supongamos que se tiene un agujero negro de Schwarzschild de masaM y se deposita
sobre el horizonte de eventos del mismo una partícula de prueba de masa µ y carga e.
Una vez que la partícula atraviese el horizonte de eventos, el agujero negro tendrá una
carga neta e y la geometría del espacio-tiempo corresponderá a la solución de Reissner-
Nordström.

De acuerdo a la Segunda Ley de la Termodinámica de los agujeros negros, en este
proceso, la entropía (o el área del horizonte de eventos) del agujero negro resultante o
bien se mantiene constante o bien se incrementa. A continuación, se demostrará en forma
explícita que en esta transformación particular, la segunda ley sigue siendo válida.

4.1 Procesos reversibles e irreversibles en
agujeros negros de Schwarzschild y
Reissner-Nordström

Considere una partícula de prueba de masa µ, carga e y componente axial del mo-
mento angular Lz fuera de un agujero negro de Reissner-Nordström de masa en reposo
M y carga Q. La energía de la partícula de prueba en el infinito se calcula como [4],

E =
β +

√
β2 − αγ

α
(4.1)

donde,

α = r4,

β = eQr3,

γ = (eQr)2 −∆L2
z − µ2∆ρ2 − ρ4[(pr)2 + (pθ)2],

∆ = r2 − 2Mr +Q2,
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ρ2 = r2,

pr =
dr

dλ
,

pθ =
dθ

dλ
.

Se supone que la órbita de la partícula está en el plano ecuatorial (θ = 0), de modo
que pθ = 0. Sobre el horizonte de eventos r = r+ (∆ = 0) el valor de E es mínimo, esto
es,

E =
eQ

r+
+ |pr|. (4.2)

Una vez que la partícula cae dentro del agujero negro, el cambio en la masa del
agujero negro es igual a la energía de la partícula absorbida. Usando e = δQ,

δM =
QδQ

r+
+ |pr|. (4.3)

Notar que |pr| ≥ 0 y |pr| = 0 ↔ pr = 0; por lo que se cumple la siguiente relación,

δM ≥ QδQ

r+
, (4.4)

o lo que es lo mismo,
δM ≥ QδQ

M +
√
M2 −Q2

. (4.5)

Tomemos el caso en que se cumple la igualdad,

δM =
QδQ

M +
√
M2 −Q2

. (4.6)

Resolviendo la ecuación diferencial anterior, se obtiene,

M =Mir +
Q2

4Mir

, (4.7)

donde Mir se denomina masa irreducible. De la ecuación (4.7), la expresión para Mir es,

Mir =
1

2
r+. (4.8)

A continuación se mostrará explícitamente que δMir ≥ 0.

Alan Alejandro Panuco Liñan



Capítulo 4. Resultados 34

Dado que r+ = M +
√
M2 −Q2 y r+ = 2Mir, notar que al diferenciar queda la

expresión,
2δMir = δM +

M√
M2 −Q2

δM − Q√
M2 −Q2

δQ. (4.9)

La ecuación (4.3) puede reescribirse como

r+δM −QδQ = r+|pr|, (4.10)

(M +
√
M2 −Q2)δM −QδQ = (M +

√
M2 −Q2)|pr|. (4.11)

Dividiendo entre
√
M2 −Q2 en ambos lados de la igualdad,

M +
√
M2 −Q2√

M2 −Q2
δM − Q√

M2 −Q2
δQ =

|pr|(M +
√
M2 −Q2)√

M2 −Q2
. (4.12)

Simplificando,

δM +
M√

M2 −Q2
δM − Q√

M2 −Q2
δQ = |pr|

(
1 +

M√
M2 −Q2

)
. (4.13)

Utilizando la expresión (4.9), se obtiene,

2δMir = |pr|

(
1 +

M√
M2 −Q2

)
. (4.14)

Por lo tanto, el incremento de la masa irreducible esta dado por.

δMir =
|pr|
2

(
1 +

M√
M2 −Q2

)
≥ 0. (4.15)

Esto prueba que la masa irreducible en un proceso reversible (pr = 0) que involucre
agujeros negros de Reissner-Nordström (o de Schwarzschild si hacemos Q = 0) permanece
constante y en un proceso irreversible (pr 6= 0) se incrementa. A partir de la expresión
(4.15) podemos calcular en forma explícita (conociendo M ,Q y pr) el aumento de la masa
irreducible.
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Asimismo, de la relación Mir =
1
2
r+, se verifica que el área del horizonte de eventos

está dado como sigue,
AH = 16πM2

ir. (4.16)

4.2 Estimador de Bel-Robinson aplicado a un
agujero negro de Reissner-Nordström

Anteriormente en la tesis se discutió que el estimador de Bel-Robinson sólo ha sido
puesto a prueba en el espacio-tiempo de Schwarzschild [41] y en el espacio-tiempo de Kerr
[42, 51]. Es de interés mostrar si este estimador reproduce correctamente la entropía de
Bekenstein-Hawking. Esto es lo que se hará a continuación.

Para poder calcular este estimador es conveniente (como ya se mostró en la Sección
2.8.2) escribir la métrica en coordenadas de Painlevé-Gullstrand (T, r, θ, φ).

De forma general para un espacio-tiempo esféricamente simétrico en coordenadas de
PG, se tiene

ds2 = −[C(r, T )2 − v(r, T )2]dT 2 + 2v(r, T )drdT + dr2 + r2dΩ2. (4.17)

En particular, para la métrica de RN, C = 1 y

v(r, T ) = −
√

2M

r
− Q2

r2
, (4.18)

entonces,

ds2 = −
(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)
dT 2 − 2

(√
2M

r
− Q2

r2

)
drdT + dr2 + r2dΩ2. (4.19)

Esta es la métrica de Reissner-Nordström en coordenadas de Painlevé-Gullstrand.
Si rq = 0 se obtiene la métrica de Schwarzschild en PG nuevamente.

La representación matricial de la métrica es,
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(gµv) =


−(1− 2M

r
+ Q2

r2
) −

√
2M
r

− Q2

r2
0 0

−
√

2M
r

− Q2

r2
1 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

 , (4.20)

y su inversa es,

(gµv) =


−1 −

√
2M
r

− Q2

r2
0 0

−
√

2M
r

− Q2

r2
(1− 2M

r
+ Q2

r2
) 0 0

0 0 r−2 0

0 0 0 r−2 sin−2 θ

 . (4.21)

Este sistema de coordenadas admite hipersuperficies con t constante que intersectan
con el horizonte de eventos, y que tienen geometría euclideana. Para los vectores unitarios
ua y zb se elijen los siguientes,

ua =

0;
1√

|1− 2M
r

+ Q2

r2
|
, 0, 0

 , (4.22)

za =

 1√
|1− 2M

r
+ Q2

r2
|
; 0, 0, 0

 . (4.23)

Calculando ua se tiene que,

ua = gabub = ga1u1, (4.24)

u0 = −
√

2m

r
− q2

r2

(∣∣∣∣1− 2m

r
+
q2

r2

∣∣∣∣)− 1
2

, (4.25)

u1 =

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)(∣∣∣∣1− 2M

r
+
Q2

r2

∣∣∣∣)− 1
2

. (4.26)

Por lo tanto,

ua =

(
−
√

2M

r
− Q2

r2

(∣∣∣∣1− 2M

r
+
Q2

r2

∣∣∣∣)− 1
2

;

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)(∣∣∣∣1− 2M

r
+
Q2

r2

∣∣∣∣)− 1
2

, 0, 0

)
,

(4.27)
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uaua = u1u1 =

(∣∣∣∣1− 2M

r
+
Q2

r2

∣∣∣∣)− 1
2
(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)(∣∣∣∣1− 2M

r
+
Q2

r2

∣∣∣∣)− 1
2

, (4.28)

uaua = u1u1 =

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)(∣∣∣∣1− 2M

r
+
Q2

r2

∣∣∣∣)−1

. (4.29)

Calculando za se tiene que,

za = gabz
b = ga0z

0, (4.30)

z0 = g00z
0 = −

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)(∣∣∣∣1− 2M

r
+
Q2

r2

∣∣∣∣)− 1
2

, (4.31)

z1 = g10z
0 = −

√
2M

r
− Q2

r2

(∣∣∣∣1− 2M

r
+
Q2

r2

∣∣∣∣)− 1
2

. (4.32)

Luego

za =

(
−
(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)(∣∣∣∣1− 2M

r
+
Q2

r2

∣∣∣∣)− 1
2

;−
√

2M

r
− Q2

r2

(∣∣∣∣1− 2M

r
+
Q2

r2

∣∣∣∣)− 1
2

, 0, 0

)
.

(4.33)
Nótese que para cualquier caso del valor absoluto, los vectores siguen cumpliendo la
ortogonalidad. De modo que la elección de los vectores es correcta.

Para calcular la superdensidad de energía usamos la ecuación (2.69). Para un espacio-
tiempo de Reissner-Nordström, la parte magnética del tensor de Weyl es cero,

W =
1

4
EabE

ab. (4.34)

Calculando la componente eléctrica del tensor de Weyl con la paquetería “GRTensor”
en “Mathematica”, tenemos que,

(Eab) =


−2

(
−Q2+Mr

)(
Q2−2Mr+r2

)
r6

−2
(
−Q2+Mr

)√−Q2+2Mr

r2

r4
0 0

−2
(
−Q2+Mr

)√−Q2+2Mr

r2

r4
−2

(
−Q2+Mr

)(
−Q2+2Mr

)
r4(Q2−2Mr+r2)

0 0

0 0 −−Q2+Mr
r2

0

0 0 0 −−Q2+Mr sin2 θ
r2

 ,

(4.35)

y multiplicando el tensor consigo mismo en su forma contravariante, se obtiene,
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EabE
ab =

6(Mr −Q2)2

r8
. (4.36)

Por lo tanto la superdensidad de energía queda dada por,

W =
3

2

(Mr −Q2)2

r8
. (4.37)

Ya habiendo calculado W utilizamos la ecuación (2.67) para encontrar la densidad
de energía gravitacional. Esto es,

8πρgrav = 2α
|Mr −Q2|

r4
, (4.38)

Para determinar la temperatura calculamos los vectores l y k en virtud de los vectores
u y z con las expresiones (2.74) y (2.73) respectivamente, después se usa la ecuación (2.72)
para hallar la temperatura gravitacional.

Tgrav =
|Mr −Q2|

2πr3
√

|1− 2M
r

+ Q2

r2
|
. (4.39)

Ya habiendo determinado la densidad de energía gravitacional y la temperatura, es
importante notar que si Q = 0, volvemos a obtener las expresiones de estas cantidades
para el caso del agujero negro de Schwarzschild.

Calculamos la entropía, como

S =

∫
ρ · v
T

, (4.40)

donde v = zaηabcddx
bdxcdxd. Usando que solo z0 es distinta de cero y η0123 =

√
gab.

Entonces,
v = z0

√
gabdx

1dx2dx3, (4.41)

o lo que es lo mismo
v = z0dV =

1√
|1− 2M

r
+ Q2

r2
|
dV. (4.42)
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Sustituyendo en expresión de la entropía,

S =

∫
α

4π

|Mr −Q2|
r4

2πr3
√

|1− 2M
r

+ Q2

r2
|

|Mr −Q2|
1√

|1− 2M
r

+ Q2

r2
|
dV, (4.43)

S =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ r+

0

α

2r
r2sinθdrdθdφ, (4.44)

S = παr2+. (4.45)

Multiplicando por 4, y dividiendo entre 4,

S =
α

4
A+ (4.46)

Esto coincide con la entropía de Bekenstein-Hawking (haciendo α = 1).

A continuación realizaremos el mismo cálculo sin considerar unidades naturales.
Teniendo ésto en cuenta, el elemento de línea es el siguiente,

ds2 = −c2
(
1− 2GM

c2r
+
kGQ2

c4r2

)
dT 2 − 2c

(√
2GM

c2r
− kGQ2

c4r2

)
drdT + dr2 + r2dΩ2,

(4.47)
donde k es la constante de Coulomb, que esta dada por,

k =
1

4πε0
. (4.48)

Para los vectores unitarios y ortogonales entre sí, ua y zb se elijen los siguientes,

ua =

0;
1√

|1− 2GM
c2r

+ kGQ2

c4r2
|
, 0, 0

 , (4.49)

zb =

 1√
|1− 2GM

r
+ kGQ2

c4r2
|
; 0, 0, 0

 . (4.50)

Calculando la súper densidad de energía,
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W =
3G2

2c8
(Mc2r − kQ2)2

r8
. (4.51)

Se obtiene entonces que la densidad de energía gravitacional y la temperatura están
dadas como,

8πρgrav = β2α
G|Mc2r − kQ2|

c4r4
, (4.52)

Tgrav = β
G|Mc2r − kQ2|

c42πr3
√

|1− 2GM
c2r

+ kGQ2

c4r2
|
, (4.53)

donde β es una cantidad que se introduce para que las unidades de la densidad de
energía gravitacional y la temperatura gravitacional sean las correspondientes. Está dada
por,

β =
~c
kB
. (4.54)

Nótese que la entropía queda de la misma forma que en el caso de las unidades
naturales, ya que después de simplificar, la integral es la misma que en el caso anterior.

S =
α

4
A+. (4.55)

Comparando con la expresión de la entropía de Bekenstein-Hawking (2.28), entonces
hacemos,

α =
kBc

3

~G
. (4.56)

Sustituyendo α y β en las ecuaciones (4.52) y (4.53) y simplificando, llegamos a las
expresiones adecuadas para la densidad de energía gravitacional y para la temperatura
gravitacional, medidas en Joules sobre metro cubico (J/m3) y en Kelvins (K) respectiva-
mente,

8πρgrav = 2
|Mc2r − kQ2|

r4
, (4.57)

Tgrav =
~G

kBc32πr3
|Mc2r − kQ2|√
|1− 2GM

c2r
+ kGQ2

c4r2
|
. (4.58)
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De la ecuación (2.25) se tiene que la relación entre la masa y la carga debe cumplir
que,

Q ≤M

√
G

k
. (4.59)

O lo que es lo mismo, con λ ≤ 1,

Q = λM

√
G

k
. (4.60)

Obsérvese que la densidad de energía gravitacional y la temperatura gravitacional
es cero cuando r tiene al infinito. Pero también es cero cuando se cumple la siguiente
condición,

Mc2r − kQ2 = 0, (4.61)

despejando r,

r =
kQ2

Mc2
, (4.62)

sustituyendo la ecuación (4,60) en la ecuación (4,62), se obtiene,

r = λ2
MG

c2
= λ2rg. (4.63)

Cuando r toma el valor anterior, la temperatura y la densidad de energía son cero.

Procedemos con el gráfico de las expresiones obtenidas. Consideremos tres agujeros
negros de Reissner-Nordström, los tres con masaM = 10M�, dondeM� denota una masa
solar, y cada agujero negro con carga Q1 = 0.1M

√
G
k
, Q2 = 0.5M

√
G
k
y Q3 = 0.9M

√
G
k

respectivamente.

A continuación mostraremos las gráficas de la densidad de energía gravitacional y
de la temperatura gravitacional para cada carga. Las lineas punteadas corresponden al
horizonte de eventos externo de cada agujero negro.
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Figura 4: Gráfica de la densidad de energía gravitacional en función del radio.

Figura 5: Gráfica de la temperatura gravitacional en función del radio.
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De la Figura (4) se puede observar que la densidad gravitacional es infinita en la
singularidad esencial y finita sobre el horizonte de eventos (interno y externo).

Nótese que la densidad de energía gravitacional es mayor para el agujero negro con
carga Q1 sobre su horizonte de eventos, que para los agujeros negros con carga Q2 y Q3

sobre sus respectivos horizontes de eventos. De tal forma que se cumple la relación,

ρ(r ≥ r+1, Q1) ≥ ρ(r ≥ r+2, Q2) ≥ ρ(r ≥ r+3, Q3). (4.64)

Basado en el comportamiento de la gráfica notemos que para un agujero negro de
Reissner-Nordström, la densidad sobre y a partir del horizonte de eventos (interno y
externo) es menor a medida que disminuye su carga.

Las líneas punteadas de color negro denotan los valores en que la densidad de energía
es cero en el interior de los distintos agujeros negros cargados.

Nótese que una vez que la curva naranja pasa el valor radial λ2rg (donde la tempera-
tura es cero en el interior del agujero negro), ésta vuelve a crecer, alcanzando un máximo,
y después disminuye hasta que la temperatura es cero (y permanece así). Esto no sólo
pasa con la curva naranja, pasa con las tres, pero no se aprecia en la gráfica.

Para determinar en qué valor de la densidad de energía gravitacional alcanza el valor
máximo pasando el valor radial λ2rg, precisamos conocer la derivada de la densidad de
energía. La cual es,

dρgrav
dr

=
3Mc2r − 4kQ2

4πr5
. (4.65)

Igualamos a cero para encontrar el valor radial donde la densidad de energía es
máxima.

3Mc2r − 4kQ2

4πr5
= 0 (4.66)

Despejando r, obtenemos que,

r =
4kQ2

3Mc2
. (4.67)

Denotemos este valor como rm.

Sustituyendo la ecuación (4,60) en rm y simplificando, se tiene que,

rm =
4

3
λ2rg. (4.68)

De esta expresión, verificamos que el máximo está después del valor donde la densidad de
energía es cero (rm > λ2rg).
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Evaluando rm en la función (4,57) y simplificando, encontramos el valor máximo
que toma la densidad de energía gravitacional.

ρm =
33M4c8

45πk3Q6
. (4.69)

De la figura (5) se observa que en cada agujero negro, la temperatura tiene un
comportamiento asintótico en el origen y sobre los horizontes de eventos (externos e
internos). Después de los horizontes, la temperatura decrece rápidamente.

Las lineas de color negro denotan los valores donde la temperatura gravitacional es
cero en cada agujero negro. Obsérvese para la curva verde, que toma el valor cero entre
su horizonte de eventos interno y entre el horizonte de eventos externo.

Probaremos a continuación que esto siempre sucede. Primero veamos que el horizonte
interno es menor que el valor sobre el cual cero la temperatura (λ2rg) en el interior del
agujero negro.

Como cualquier número real positivo menor o igual a 1 aumenta al aplicarle la raíz
cuadrada, entonces se cumple que,

0 ≤ 1− λ2 ≤
√
1− λ2 ≤ 1. (4.70)

Despejando λ2, se tiene que,

λ2 ≥ 1−
√
1− λ2, (4.71)

multiplicando en ambos lados por rg,

λ2rg ≥ rg − rg
√
1− λ2, (4.72)

λ2rg ≥ rg −
√
r2g − r2gλ

2. (4.73)

Despejando λ2 de la ecuación (4.60), se obtiene,

λ2 =
k

G

Q2

M2
. (4.74)
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Notar que,

r2gλ
2 =

k

G

Q2

M2

G2M2

c4
, (4.75)

r2gλ
2 =

kGQ2

c4
=

GQ2

4πε0c4
= q2. (4.76)

Sustituyendo r2g en la desigualdad (4.73), se tiene que,

λ2rg ≥ rg −
√
r2g − q2. (4.77)

Para el caso del horizonte externo es trivial ya que r+ ≥ rg ≥ λ2rg. Por lo tanto
hemos mostrado que se cumple la siguiente condición,

r− ≥ λ2rg ≥ r+. (4.78)

Esto implica que el valor radial sobre el cual la temperatura gravitacional y la densidad
de energía gravitacional es cero (en el interior del agujero negro), se encuentra entre el
horizonte interno y el horizonte externo.

4.3 Cambio en la entropía gravitacional en el
proceso de transformación de un agujero negro
de Schwarzschild a Reissner-Nordström

Lo que se hará en las dos subsecciones siguientes es calcular la variación de entropía
gravitacional con el estimador de Bel-Robinson y el estimador de Weyl-Kretschmann en
el proceso de transformación de un agujero negro de Schwarzschild a uno de Reissner-
Nordström para verificar que ambos estimadores cumplen la segunda ley de la termodi-
námica de agujeros negros.

4.3.1 Estimador de Bel-Robinson

Dado que tanto la entropía del agujero negro de Schwarzschild como la de Reissner-
Nordström con este estimador coinciden con su entropía de Bekenstein-Hawking respec-
tivamente, sólo tenemos que comprobar que la entropía de Bekenstein-Hawking no dismi-
nuye durante el proceso.
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Para realizar la prueba, se precisa conocer la relación entre la masa irreducible del
agujero negro de Schwarzschild y del agujero negro de Reissner-Nordström. De la ecuación
(4.15) como inicialmente el agujero negro no tiene carga, hacemos Q = 0,

δMir = |pr|, (4.79)

o lo que es lo mismo,
MirRN −MirS = |pr|, (4.80)

donde MirRN y MirS es la masa irreducible para Schwazschild y Reissner-Nordström,
respectivamente. Despejando MirRN , se tiene que,

MirRN = |pr|+MirS, (4.81)

Escribamos las expresiones de la entropía de Bekenstein-Hawking para ambos agujeros
negros en virtud de esta relación.

Entropía en el horizonte de eventos de un agujero negro de Schwarzschild,

SS = k16πM2
irS. (4.82)

Entropía en el horizonte de eventos de un agujero negro de Reissner-Nordström,

SRN = k16πM2
irRN = k16π (|pr|+MirS)

2 , (4.83)

SRN = k16π
(
|pr|2 + 2MirS|pr|+M2

irS

)
. (4.84)

Restemos la ecuación (4.84) a la ecuación (4.82)

SRN − SS = k16π
(
|pr|2 + 2MirS|pr|

)
. (4.85)

Note que esta cantidad nunca es negativa, por lo que implica que la entropía nunca
disminuye.

Habiendo mostrado que la segunda ley de la termodinámica de agujeros negros
sigue siendo válida en el proceso de transformación estudiado, y como el estimador de
Bel-Robinson coincide con la entropía de Bekenstein-Hawking en los dos tipos de agujeros
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negros, éste estimador satisface la segunda ley de la termodinámica. En lo que sigue
analizamos si el estimador de Weyl-Kretschmann también cumple dicha ley.

4.3.2 Estimador de Weyl-Kretschmann

A continuación escribiremos las expresiones de la entropía para el agujero negro
de Schwarzschild y de Reissner-Nordström dadas por el estimador, respectivamente, y
además haciendo uso de la expresión (4.82).

Entropía en el horizonte de eventos de un agujero negro de Schwarzschild,

SS = k16πM2
irS. (4.86)

Entropía en el horizonte de eventos de un agujero negro de Reissner-Nordström con
P < 1,

SRN = k16πM2
irRNP, (4.87)

SRN = k16π (|pr|+MirS)
2 P, (4.88)

SRN = k16πP
(
|pr|2 + 2MirS|pr|+M2

irS

)
, (4.89)

SRN = k16πPM2
irS + k16πP

(
|pr|2 + 2MirS|pr|

)
, (4.90)

Restando la ecuación (4.86) a la ecuación (4.90)

SRN − SS = k16π(P − 1)M2
irS + k16πP

(
|pr|2 + 2MirS|pr|

)
, (4.91)

y luego factorizando, se obtiene que,

SRN − SS = k16π
[
(P − 1)M2

irS + P
(
|pr|2 + 2MirS|pr|

)]
. (4.92)

Para que se satisfaga la segunda ley de la termodinámica debe cumplirse,

(P − 1)M2
irS + P

(
|pr|2 + 2MirS|pr|

)
≥ 0, (4.93)

o lo que es lo mismo,

P |pr|2 + 2MirSP |pr|+ (P − 1)M2
irS ≥ 0. (4.94)
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Resolviendo la desigualdad,

|pr| ≥MirS

[
1√
P

− 1

]
. (4.95)

Nótese que en caso de que el proceso sea reversible, esto es |pr| = 0, para que la
condición se satisfaga debe que ocurrir que P = 1. Pero como necesariamente P < 1 para
un agujero negro de Reissner-Nordström, entonces la desigualdad no se cumple para los
procesos reversibles, y por ende, en esta clase de procesos la entropía decrece, violando la
segunda ley de la termodinámica de agujeros negros.

Sólo en procesos irreversibles el estimador de Weyl-Kretschmann satisface que la
variación de entropía gravitacional sea positiva en el proceso de transformación, siempre
que los valores de |pr|,MirS, P sean tales que cumplan la condición (4.95).

4.4 Cambio en la entropía gravitacional en el
proceso de transformación de un agujero negro
de Reissner-Nordström a Schwarzschild

La entropía también debería aumentar o mantenerse constante en el proceso de
transformación del agujero negro de Reissner-Nordström resultante del proceso anterior,
a un agujero negro de Schwarzschild. Cabe destacar que el “nuevo” agujero negro de
Schwarzschild no tendrá necesariamente las mismas propiedades que el agujero negro de
Schwarzschild inicial.

Antes de iniciar la prueba, debemos saber cuanto aumenta la masa irreducible. De
la ecuación (4.15), hacemos Q = e, ya que la carga del agujero negro resultante en el
proceso anterior coincide con la carga de la partícula entrante.

MirS2 −MirRN =
|pr2|
2

(
1 +

MRN√
M2

RN − e2

)
, (4.96)

dondeMirS2 es la masa irreducible del agujero negro de Schwarzschild generado al finalizar
este proceso. La etiqueta “S2” es para diferenciar del proceso de la sección anterior.MirRN

denota la masa irreducible del agujero negro de Reissner-Nordström, que en este caso,
lógicamente coincide con el caso anterior.
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Definimos
w = 1 +

MRN√
M2

RN − e2
. (4.97)

Notar que si MRN >> e entonces w −→ 2, de modo que la variación de la masa
irreducible es similar al caso anterior.

Sustituyendo w en la expresión (4.96), se tiene que

MirS2 −MirRN =
|pr2|
2
w, (4.98)

despejando MirS2,

MirS2 =
|pr2|
2
w +MirRN . (4.99)

4.4.1 Estimador de Bel-Robinson

Como vimos en la sección anterior, las expresiones para la entropía del estimador
de Bel-Robinson coinciden con las de Bekenstein-Hawking en el caso de Schwarzschild
y Reissner-Nordström. Por lo que en este proceso, nuevamente, basta con probar que
la entropía de Bekenstein-Hawking cumple con la segunda ley de la termodinámica de
agujeros negros.

Entropía en el horizonte de eventos de un agujero negro de Reissner-Nordström,

SRN = k16πM2
irRN = k16π (|pr|+MirS)

2 . (4.100)

Entropía en el horizonte de eventos de un agujero negro de Schwarzschild,

SS2 = k16πM2
irS2 = k16π

(
|pr2|
2
w +MirRN

)2

, (4.101)

SS2 = k16π

(
|pr2|2

4
w2 + w|pr2|MirRN +M2

irRN

)
. (4.102)

Restando la ecuación (4.100) a la ecuación (4.102),

SS2 − SRN = k16π

(
|pr2|2

4
w2 + w|pr2|MirRN

)
. (4.103)

Esta cantidad es no negativa, por lo cual en este proceso la entropía nunca disminuye.
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No importa si el proceso es reversible o irreversible, el estimador de Bel-Robinson en
este proceso de transformación satisface la segunda ley de la termodinámica de agujeros
negros.

4.4.2 Estimador de Weyl-Kretschmann

A continuación escribiremos la expresiones de la entropía para el agujero negro
de Reissner-Nordström resultante del proceso anterior y de Schwarzschild dadas por el
estimador, respectivamente, y además haciendo uso de la expresión (4.99).

Entropía en el horizonte de eventos de un agujero negro de Reissner-Nordström
(P < 1),

SRN = k16πM2
irRNP. (4.104)

Entropía final en el horizonte de eventos de un agujero negro de Schwarzschild
(P = 1) ,

SS2 = k16πM2
irS2, (4.105)

SS2 = k16π(
|pr2|
2
w +MirRN)

2, (4.106)

SS2 = k16π

(
|pr2|2

4
w2 + w|pr2|MirRN +M2

irRN

)
. (4.107)

Restando la ecuación (4.104) a la ecuación (4.107), se obtiene,

SS2 − SRN = k16πM2
irRN (1− P ) + k16π

(
|pr2|2

4
w2 + w|pr2|MirRN

)
. (4.108)

Nótese que este incremento siempre es positivo ya que P es menor que 1.

No importa si el proceso es reversible o irreversible, el estimador deWeyl-Kretschmann
en este proceso de transformación satisface la segunda ley de la termodinámica de agujeros
negros, puesto que la entropía gravitacional no decrece. No obstante, cabe destacar que si
el proceso es reversible, esto es |pr2| = 0, la entropía gravitacional aumenta, no permanece
constante.
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Discusión

Cuando un agujero negro interactúa con el medio que lo rodea (materia y campos)
su masa M , carga Q y momento angular por unidad de masa a pueden cambiar, esto
es, pueden aumentar o disminuir. Sin embargo, el área del horizonte de eventos, esto
es, su entropía, se mantiene constante o aumenta. Nunca decrece. En particular, en el
Capítulo 4 se mostró que el área del horizonte de eventos es directamente proporcional a
la masa irreducible al cuadrado. Luego es esta cantidad la que se mantiene constante si la
transformación es reversible, o aumenta en caso de que la transformación sea irreversible.

En el Capítulo 4 se probó en forma explícita que en el proceso de transformación de
un agujero negro de Schwarzschild a un agujero negro de Reissner-Nordström, mediante
la inyección de una partícula P1 con carga e en el horizonte de eventos, δMir ≥ 0 ⇐⇒
|pr| ≥ 0, siendo pr la componente radial del momento lineal de la partícula. Además, se
calculó explícitamente el valor en que aumenta la entropía con ambos estimadores en este
proceso.

Por otro lado, se mostró por primera vez que el estimador de Bel-Robinson reproduce
la entropía de Bekenstein-Hawking de un agujero negro de Reissner-Nordström. Asimismo,
encontramos las expresiones de la densidad de energía gravitacional y la temperatura
gravitacional, las cuales son consistentes con las expresiones obtenidas por Clifton et al.
para un agujero negro de Schwarzschild, haciendo la carga nula.

Determinamos también la temperatura y la densidad, considerando unidades no
naturales. Elaboramos las gráficas (4) y (5) para un agujero negro de diez masas solares,
con valores distintos para la carga. Con ayuda de las gráficas, observamos que el valor de
la densidad a partir del horizonte de eventos es mayor cuanto más pequeña sea la carga.

Por otra parte, la temperatura diverge en el origen y sobre el horizonte de eventos
(interno y externo). Una vez pasado el horizonte, la temperatura disminuye rápidamente.
Para un observador en el infinito, la temperatura que percibiría sobre el horizonte de
eventos del agujero negro coincide con la radiación de Hawking.
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También vimos que en el interior del agujero negro, el valor radial sobre el cual la
temperatura y la densidad de energía es cero, es el mismo (λ2rg). Respecto a la densidad,
encontramos que alcanza un valor máximo después de que el valor radial supera λ2rg.

Para el estimador de Bel-Robinson, la variación de entropía está en función del
momento radial de la partícula y la masa irreducible que tiene el agujero negro de Sch-
warzschild. Explícitamente, la expresión es,

SRN − SS = k16π
(
|pr|2 + 2MirS|pr|

)
. (5.1)

Es fácil ver, que la entropía aumenta sólo si el proceso es irreversible. Y se mantiene
constante sólo si el proceso es reversible. En consecuencia, el estimador de Bel-Robinson
cumple con la segunda ley de la termodinámica de agujeros negros.

Para el estimador de Weyl-Kretschmann, el cambio en la entropía está en función de
la masa del agujero negro de Schwarzschild, del momento radial de la partícula entrante
y de P (escalar que se introduce para el estimador en la Sección 2.7). Además, estos
valores, deben ser tales que |pr| ≥MirS

[
P−1/2 − 1

]
para que la variación entrópica no sea

negativa.

Como se detalló en la Sección 4.3.2, si el proceso es reversible la entropía decrece. Por
lo tanto, sólo es posible, para el estimador de Weyl-Kretschmann, satisfacer la segunda
ley de la termodinámica si el proceso es irreversible

SRN − SS = k16π
[
(P − 1)M2

irS + P
(
|pr|2 + 2MirS|pr|

)]
. (5.2)

En el Capítulo 4 se mostró en forma explícita el incremento entrópico con cada
estimador en el proceso de transformación inverso, es decir, del agujero negro de Reissner-
Nordström (obtenido al final del proceso previo) a un agujero negro de Schwarzschild (no
necesariamente el mismo que teníamos al inicio del proceso anterior), mediante la inyección
de una partícula P2 con carga −e en el horizonte de eventos.

Para el estimador de Bel-Robinson, el incremento de entropía está en función del
momento radial de la partícula P2, la masa irreducible que tiene el agujero negro de
Reissner-Nordström y de w (se definió en la Sección 4.4). Explícitamente, la expresión es,

SS2 − SRN = k16π

(
|pr2|2

4
w2 + w|pr2|MirRN

)
. (5.3)

Notar que si el proceso es reversible (|pr2| = 0), la entropía se mantiene constante. Y si
el proceso es irreversible (|pr2| 6= 0), la entropía aumenta. Por ende, el estimador de Bel-
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Robinson, en este proceso, cumple la segunda ley de la termodinámica de los agujeros
negros.

Para el estimador de Weyl-Kretschmann, la diferencia de entropía depende del mo-
mento radial de la partícula P2, la masa irreducible que tiene el agujero negro de Reissner-
Nordström, de w y de el escalar P . Explícitamente, la expresión es,

SS2 − SRN = k16πM2
irRN (1− P ) + k16π

(
|pr2|2

4
w2 + w|pr2|MirRN

)
. (5.4)

Obsérvese que si el proceso es reversible, la entropía aumenta, en lugar de permanecer
constante. Y si el proceso es irreversible, la entropía aumenta. Por lo tanto, el estimador
de Weyl-Kretschmann cumple con la segunda ley de la termodinámica en este proceso.
Asimismo, no hay condición alguna que deban cumplir las variables en este caso.

A continuación mostraremos cuánto cambia la masa y la carga del agujero negro al
final de cada proceso de transformación.

5.1 Primera transformación

Figura 6: Imagen ilustrativa del proceso.

Sabemos que la masa y la masa irreducible del agujero negro de Reissner-Nordström
se relacionan a través de la siguiente expresión,

MRN =MirRN +
Q2

RN

4MirRN

, (5.5)
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Al final del proceso la carga del agujero negro es la carga de la partícula, QRN = e.

Recordar que el incremento de la masa irreducible es,

MirRN = |pr|+MirS1. (5.6)

Sustituyendo en la ecuación (5.5), tenemos que la masa del agujero negro al final del
proceso es,

MRN = |pr|+MirS1 +
e2

4|pr|+ 4MirS

. (5.7)

Si el proceso es reversible, hacemos pr = 0, se tiene que MirRN =MirS1 y además,

MRN =MirS1 +
e2

4MirS1

. (5.8)

Notar que MirS1 = MS1, entonces de la ecuación (5.7), es fácil ver que indepen-
dientemente de si el proceso es reversible o no, la masa del agujero negro aumenta en el
proceso.

5.2 Segunda transformación (transformación
inversa)

Figura 7: Imagen ilustrativa del proceso.
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De la ecuación (4.96) y recordando que MirS2 = MS2, se tiene que la masa del
agujero negro de Schwarzschild está dada como,

MS2 =
|pr2|
2

(
1 +

MRN√
M2

RN − e2

)
+MirRN , (5.9)

Si el proceso es reversible (|pr2| = 0), entonces se tiene que,

MS2 =MirRN . (5.10)

Considerando que el proceso de la primera transformación fue reversible, entoncesMirRN =

MirS1 =MS1. Teniendo en cuenta esto, se tiene que,

MS2 =MS1. (5.11)

Por lo tanto, si el proceso es reversible en ambas transformaciones, entonces al final
volvemos a tener el agujero negro de Schwarzschild que teníamos al principio. Además,
el valor en que aumenta la masa en la primera transformación es el mismo valor en que
disminuye en la segunda transformación.
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Conclusión y consideraciones
finales

El objetivo de esta tesis fue determinar si la segunda ley de la termodinámica de los
agujeros negros se satisface en ciertos procesos de transformación entre agujeros negros.
Se mostró explícitamente que la entropía del horizonte de eventos se mantiene constante
o aumenta tanto en el proceso de transformación de un agujero negro de Schwarzschild a
un agujero negro de Reissner-Nordström como en el proceso inverso.

Dado que los agujeros negros son esencialmente regiones del espacio-tiempo con una
curvatura específica, es natural suponer que la entropía no sea una propiedad exclusiva del
horizonte de eventos sino del propio espacio-tiempo. En ausencia de una teoría cuántica
de la gravitación, los estimadores clásicos para la entropía gravitacional son, luego, una
herramienta valiosa para investigar la evolución entrópica en distintas clases de espacios-
tiempos.

El estimador de entropía gravitacional que cumplió sin ninguna restricción la se-
gunda ley de la termodinámica de los agujeros negros, en los procesos de transformación
analizados en esta tesis, es el estimador de Bel-Robinson. Este estimador podría aplicarse
a otra clase de métricas que también sean solución a las ecuaciones de campo de Eins-
tein, y explorar qué ocurre con la segunda ley de la termodinámica en un proceso de
transformación.

Como trabajo a futuro, se plantea analizar si el estimador de Bel-Robinson satisface
la segunda ley de la termodinámica en procesos de transformación de agujeros negros
rotantes (espacio-tiempo de Kerr) a agujeros negros rotantes con carga (espacio-tiempo
de Kerr-Newman). Por otro lado, sería interesante analizar la evolución entrópica gravi-
tacional en, por ejemplo, el proceso de dos ondas gravitacionales colisionando entre sí, o
el paso de una onda gravitacional sobre un agujero negro, la inyección de partículas en un
agujero de gusano, etc. Hay una gran cantidad de procesos que merecen ser estudiados y
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que podrían llevar a resultados que permitan comprender un poco más la naturaleza de
la gravitación y del espacio-tiempo.
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